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积分 方程 是 数学 分 析 理论 的 一 种 重要 的 研究 对 象 ， 也 是 
解决 力学 、 数 学 物理 等 问题 的 一 种 重要 工具 。 本章 将 介绍 积 
分 方程 的 一 些 基本 概念 和 解决 问题 所 必需 的 一 些 预备 知识 ， 


$1.1 积分 方程 的 分 类 


积分 号 下 含有 未 知 函 数 的 方程 称 为 积分 方程 。 下 面 这 些 
方程 都 是 积分 方程 ， 。 
FO K Dydi (a<s<b) 1.D 


| u 

Fj = y(s)- | Ks, Dydi (a<s<b) (1.2) 
b l o 

y(s)= Kes, DEG, ydt (a<s<b) (1,3) 


ys) =| Ks, t, x de (a<s<b) (1.4) 


FERRARI, OMK, OEE MBM, f(t, wu) 
AIK (s, 1, DERF u 的 非 线性 函数 。 

形 如 人 (1.1) 和 (1.2) 的 方程 关于 未 知 国 数 ?(s) 是 线性 的 ， 
称 为 线性 积分 方程 。 而 形 如 (1.3) 和 人 .4) 的 方程 关于 未 知 函 
数 y(s) 是 非 线 性 的 ， 称 为 非 线 性 积分 方程 。 在 本 书 中 。 我 
们 只 讨论 线性 积分 方程 : a 

EULDNREANTTE, FAP RIA RA 
分 号 下 ， 我 们 称 为 第 一 种 线性 积分 方程 。 如 果 未 知 函 数 不 仅 
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出 现在 积分 号 下 而 且 也 出 现在 方程 的 其 它 地方 , 如 方程 (1.2》 
那样 ， 则 称 为 第 二 种 线性 积分 方程 。 

方程 (1.2) 中 的 已 知 函 数 J(s) 则 做 自由 项 。 “4 f(s) 0 
时 ， 方 程 (1.2) 称 为 非 章 次 的 . 当 f(s) 三 0 时 ， 即 


w(s)= | Kds, yde (a<s<b) (1.5) 


这 时 ， 称 方程 (1.5) 是 方程 (1.2) 对 应 的 齐 次 方程 

BRACH 称 为 积分 方程 的 核 ， 它 的 性 质 对 于 我 们 以 
后 的 讨论 是 至 关 重 要 的 。 实 际 上 ， 积 分 方程 的 特征 是 由 它 的 
核 所 决定 的 。 在 应 用 中 常见 的 核 是 连续 国 数 ， 当 然 也 有 不 连 
续 的 。 以 后 我 们 讨论 的 内 容 大 多 数 是 针对 连续 核 的 。 

我 们 要 讨论 的 有 下 面 三 种 类 型 的 积分 方程 ， 

(1) Ba<s<b, a<+<bH, HBK(s,t) AXE 
续 国 数 ， 或 者 虽然 不 连续 ， “得 是 为 于 方 可 积 国 数 , MÉ 
Lebesque 积 分 


PEL Kes, t) P dsdi < o0 (1.6) 
存在 的 函数 。 这 时 ， 方 程 (1.1) 和 (1.27 称 为 第 一 种 和 第 二 种 
不 redholm 积 分 方程 . | 

如 果 Fredholm 积 分 方程 中 的 核 具 有 这 样 的 性 质 ， 当 s < 
f 时 ， 政 (s, 办 二 0， 这 时 方程 (1.1) 和 (1.2) 分 别 可 以 写成 
Huy = Kes, Dydi (a<s<b) (1.7) 


f= y(s)- | Ks, tyy(t)dt (a<s<b) (1.8) 
它们 称 为 第 一 种 和 第 二 种 Volterra 积 分 方程 。 
(2) ”如 果 方 程 (1.1) 和 (1.2) 中 的 核 为 如 下 形式 


K(s,t) = rn (0 <a) (1.9) 


AHH (Ss, VERRAE, MARCO. DAO. DEA NH 
ASIHBSCRAHE. | 
(3) 核 为 如 下 形式 


| Bone A o ee e? 10) 
BATA A ERRATA Jeh E AG, DF 
src, meta) AEP yodan 
在 。 
如果 积分 方程 中 的 未 知 函 数 不 是 定义 在 实数 办 上 ， 而 是 
定义 在 曲线 或 # 维 区 域 (n 之 2 )Q 内 ， 那 末 积 分 方程 中 的 积 


分 就 应 该 是 在 曲线 或 维 区 域 2 上 的 积分 ，s、t 就 是 曲线 或 n 
SAK Re LAM. N. 这 时 ， 方程 (1.1) 和 (1,2) 分 别 为 


f(M) = | KM, N) NAN (MER) (1.11) 


FMD- x- j, KM, N)y(N)dN 


| (MEQ) (1. 12) 
相应 地 ， 也 有 Fredholm 积 分 方程 、 弱 奇 性 积分 方程 等 。 例 
an, 方程 


y(s) — xo +P)y(Hdt=s* 
， 是 具有 连续 核 的 第 二 种 Fredholm 积 分 方程 。 方程 
f(& = Af, dr 
是 具有 Cauchy 护 的 第 一 种 奇异 积分 方程 。 其 中 工 是 光滑 的 


HA, (DEE LME Lipschitz 条 件 的 已 知 FR Rs. 
HORA FA. 


# 


“a 


A 


$1.2 积分 方程 的 导出 
力学 、 数 学 物理 问题 常常 会 导出 积分 方程 ， 而 常 微分 方 


程 和 偏 微 分 方程 也 可 以 把 初始 条 件 或 边界 条 件 统一 包含 在 一 


个 等 价 的 积分 方程 内 .我 们 来 看 看 儿 个 典型 的 问题 . 
(1) 常 微分 方程 问题 ， 首 先 ， 我 们 考察 一 阶 常 微 分 方 

m | 

ay = y'= f(x, y) (1.13) 
初始 条 件 是 y(0) = Yo. WEI, DEM, ?的 连续 函数 ， 方 程 
ea 
Y) = Y + + Sua yadi (1.14) 
性 积 分 方程 。 显然 ， JEA. ARE RMA REO. 13) 
及 其 初始 条 件 y(0)=yo。 . 
| 现在 我 们 再 来 看 具有 初始 条 件 y(0) = AO = 加 的 二 
阶 常 微分 方程 | 

ed = f(x, y) (1.15) 
上 式 两 端 从 0 到 x 积分 ， 得 到 

天 二 + Fu, y(n) du 
再 积分 ， 就 得 到 积分 方程 

IA) = + Y + dt] fu, yD du | 


Ep yx) = ye + y + | C-u) Flu, y Cu) du (1.16) 


显然 ， 积 分 方程 (1,.16) 的 解 也 是 常 微分 方程 (1.15) 的 满足 被 
始 条 件 的 解 。 因 而 积分 方程 (1.16) 与 常 微分 方程 (1.15) 及 其 
初始 条 件 是 等 价 的 . 

从 上 面 我 们 知道 常 微分 方程 《1.15) 的 通 解 y(x) 都 满足 
积分 方程 


y(x)= Ar Bx + | Cx -D fen, yD ) du (1.17) 
其 中 4 、 了 是 任意 常数 ， 它 们 可 以 由 初始 条 件 确定 也 可 以 由 
别 的 条 件 确定 。 例如 要 求 满足 边界 条 件 >(0) = a, y = 6 的 


y(x)， 则 由 《1.17) 可 以 得 到 
A=y(0)=a 


4 «Bra dE 
入 此 Á=a 


Bra oil ga 
7 Pa udfCu, v(u))du 


将 上 两 式 代 人 方程 (1.17)， 就 得 到 常 GAY TFA AS E 
边界 条 件 的 解 y(x) 必 须 满足 的 积分 方程 


O er Au 1 a+ (x=) feu, yu dd 


FS df, yar) du 
化 简 得 到 
y(x)=2(x) -[ Kt, fu, yu) du (1.18) 
B sd 


Vl 2(x)=a hee al x 


[ei (0<u<x) 

Kı(x,u)= a IO aa a 
|zu-w Caul) 
kod | 


EMIRATES 因此 ， 积 分 方程 (1.18) 等 价 
于 常 微 分 方程 (1.15) 及 其 边界 条 件 。 
(2) 质 虚 力学 问题 。Abel 斌 究 过 这 样 一 个 力学 问题 。 
一 个 质点 沿 钠 直 平面 上 一 光滑 曲线 自由 下 隆 ， 试 求 这 样 的 曲 
Ba RA RA EAS AO TAL ATA FE 
E h AEA. 

PU SE Ee eK COLE I—1. 设 质 点 开始 下 清 位 置 为 
P(x,k), Sit, FRENO (1. er AP, OF AMA 


PRA ZT, Mo = JONU AO har. 由 力 
学 知识 得 


图 1 一 ! 


vy =v 29(h- y) 
AH 9 为 重力 加 速度 。 因 此 


人 = fe = TOR 


AP R RRI MRA P AAA S MAR, 


R dr ae | : 
en —-/(h) (1.193 
ar =y) f iad y MER Oe ae 


设 所 求 的 曲线 为 x =F), ME 
dr=v 1+EF*(y)dy 
代入 (1.19)， 就 得 到 Abe! 积 分 方程 
A : =: 
Ba A) = pWdy 0) 
EST rn o 1,2 


式 中 Py) = Y 1 F Uy) 
C3) 偏 微分 方程 问题 ， 在 解 偏 微分 方程 时 ， 党 常 也 可 
将 方程 和 边界 条 件 一 起 包含 在 积分 方程 内 ， 把 解 边界 问题 化 
为 求解 积分 方程 问题 、 te 
eu , Pu 


| ax? age" 3z: + Àu = g u l din 
及 其 边界 条 件 | 
u} = 0 a (1.22) 
与 积分 方程 


y = ajf Jj] GudP 


是 等 价 的 。 A SEN G 是 Green 函数 。 
这 个 问题 的 证 明 不 在 这 里 叙述 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 查阅 
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$1.3 连续 校 和 L* -p 


我 们 先 来 看 看 连续 核 有 些 什么 基 晒 HE R. 假定 核 
K(s, 1) 在 正方 形 瓜 wa<s<zbc<ti<a 内 是 两 个 变量 的 连续 
尔 数 ,当然 , BRREBK (s, ORE AAAS, ey. 
BK (s, DILIGERE. 

mA, WEBER BRD, 积分 | 

vts) =| K(s, thuct)dt 3 . (1.23) 


有 意义 并 且 是 连续 的 ， 就 是 说 ， ERE ARB 
Wit Bea Bey O e IE BA AER 
AMAR BR CuI, 则 积分 (1.23) 仍然 是 有 意义 
的 ， 这 时 有 


as+ 有 -els) = feos +», Do KG, Diundt (1.20) 


因此 ， | REER D-K(s,1) [de 
ETEK, DEERE, ha 0 了 时， Amar? PMA 
[os +A) -v (s) ]—0, Moco 2 EZRM. 故 (1。 23) 把 有 有 限 
个 不 连续 点 的 有 界 函数 也 变 为 连续 函数 ， 
: 对 (1.24) 应 用 Cauchy 不 等 式 *， 得 

luts +A) — vts) |? 


<f IK (s+ h, t) - K (s, Ð tat |. lu) Par 


i O OS OO 
En ‚did, 参看 参考 文献 [2J 或 [4]。 z 
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由 此 可 以 看 出 ， 如 果 4(t) 甚 至 在 菜 些 点 的 邻 域内 是 无 界 的 ， 
但 只 要 积分 | 1x(b jd 有 意义 ， 则 函数 o(s) 仍 然 是 连续 的 。 
MEH, ERASE, MA 
zr y= FPH, sons 


= [ Her, sds Ks Mult)di 
= fre Ki, thds)u(z)dt 


+ PE, 2K 6s Dds LCr,t) 


TRACE yr, + 的 连续 函数 , 称 为 核 K(s, DABA (r,s) 的 
组 合 核 。 连 续 核 的 组 合 核 仍然 是 连续 核 。 ， 
PLA FAR ARANA, 这 里 只 是 简 述 
FL 核 的 性 质 而 不 作证 明 . 有 兴趣 的 读者 可 以 查看 任何 
一 本 实 变 函 数 教材 。 

o MRAR 在 区 间 Ca， GJELI Lebesque 积分 
Sen late, BARBA A L- ARREN TRE 
Bi. ESC PUE, MmL?- aa seinen 
数 广 得 多 。 o 

两 个 L*- 函数 的 积 也 是 LL 函数 。 其 次 ， 7 a tnd E 

常数 ,了 (x) 和 g(x) 是 两 个 L*- 函 数 ， 则 af 4) + bg(x) 也 是 
ee 函数 。 另外 ， 如 果 两 个 L*- 函 数 在 一 个 测度 为 零 的 集合 
外 相等 ， 那 末 这 两 个 L*- 函 数 视 为 一 个 。 Az, MEL-A 
数组 成 一 个 线性 空间 . 

HK (s, 8) HEEB Kos ax s <b, a< t<b 内 是 两 


个 变量 s, 的 可 测 函 数 并 且 Lebesquc 积 分 | ' F? LK (s, 1) dds 


$ 


GE, WRKAL-KRFIIRHR. Ln L- 
AER ALA Bih PLANA MEL 
E, 

以 后 论述 的 许多 问题 对 于 L:- 核 的 情况 都 是 成 立 的 。 但 
六 于 入 名 各 如 BNLEMOTERROÓS, ATREVA 
件 下 ， 再 推广 到 L:- 核 。 


31.4 平均 KK 性 


， ERA OL -ARFI f,(x)， 当 n 一 ~ 时 ， 存在 一 
A Lo BL, 使 得 


Vf. ve isis | => () 


则 称 f， FEIERT F(X), HA, 一 > 1 ， 这 里 积分 是 
Lebesque XFA. 
a a 
EI N. ERE, MP f D 
f(x), f. OI, ABK | o | a 


- E 
hy 
ıT 


o <y | Ir - 90 dx 
-Jf Ff, Df. aia | 


eff f F=f aa) ads 


SANTA mt) g(x) ide 0 
所 以 除了 一 个 测度 为 零 的 集合 外 ，7(x) = g(x)。 
10 


这 里 用 到 的 Minkowski 丰 等 式 - 
vf. Iren + ge) dx 
VE Rey? a "| gC2) (dx 


可 以 这 样 来 证 明 ; 由 于 
| | F(x) + g(x) |2dx 


i | ¡IESO | 
dir) FO + 9G) dx 
=f Fed Fads + | aora +f TESTA 

+ [Fod 


应 用 Gauchy 不 等 式 ， 得 
I. If (x) + g(x)| *dx 


<J lfc lide BIER E | 
+2) [iso pS vf Al 
a /Es ey ÓN ¡90 Ide ) y 


il, = ed roc lae 
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WU BICC, LI RBA (OR $ 0) gl). 
==> g(x), Ml 
Cif, > Ch, fa +9 =f +g, Pr, 9.dx»| f gar, 
因为 C 广 Cof = (Cf - Caf) + (Caf ~ -C,f.)> 应 用 Minko- 
wski 不 等 式 ， 有 


Vf ct-c.r, [dx 


<C-C y fiifde cy 人 rd 


从 而 推出 Cf ,= 一 全 C 
其 次 ， od +9) =~ fO+(9-9,), WE 


marto e 
最 后 ， Afa f= Fans In ~J=Tno 于 是 


Sr sar faz | E 
= [if Tda- [gro rid | 
Jo. a gdx- fife dx 一 -car 
<y HATO Tina 


er irea Y epee 
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+y Po, tra Y fra 
“not, AUTE, i 
rad)" f gds 
也 就 是 说 ， 平 均 收 化 序列 是 可 以 逐 项 积分 的 ， 
如 果 无 穷 级 数 D fi,(X) 平 均 收敛 ， 那 末 它 也 是 可 以 逐 项 
A=1 j | 
积分 的 。 根 据 上 面 的 性 质 ， 这 一 点 是 十 分 显然 的 ， 
Bih REAL, W = 
Y fırırae —Y [rar 
V fiifde =Y rax 一 


至 六 无 穷 级 数 的 平均 收敛 ， 自 然 应 该 是 当 ” on, A 


= Ani 


ASE ROA LALA NAAA. AL 
这 时 ， 积 分 应 该 是 Riemman 积分 。 如 果 连 续 函 数 序 列 f(x》 
一 致 收敛 于 连续 函数 Ax)， 则 f(x) 坊 f(x)。 事 实 上 ， 对 于 
ERRES es Killa, 69 kN AR, FE-TN, 4 
n> Nit, | 


e 13. 


FCD FCD] e 


这 时 ， vf ee fim) rar < <evb-@ 
Apef.-f. PENIN PARE ASA 


51.5 PE io HE 


我 们 来 讨论 齐 次 积分 广 程 
yo =} Ka, ibas * (1.25) 


这 里 4 是 一 个 复 参 数 ， 它 对 于 我 们 今后 的 讨论 是 很 有 益 处 
的 。 因 此 ， 以 后 我 们 总 是 在 楼 长 (3s, t) 前 加 上 这 立 的 参数 ， 
BR, 方程 (1.25) 有 解 y(s) 二 0， 我们 称 它 为 零 解 . ARA. 
AS dos HHUA .2DAPEAS HH, WAAR Ks, t) 
或 方程 (1.25) 的 特征 值 ， 而 方程 : E 


y(s) = As Kls, Hyde Ä (1.26) 


e SE 
如 = 0 显然 不 是 特征 值 。 

由 于 方程 (1.25) 是 线性 的 ， 那 末 如 果 yi(s)，wa(s)，- 
vas) 是 方程 (1.35) META E ME 
们 的 线性 组 合 
. _ pts) =C, y, (s) + Cayals) + snet Cry m(s) 

也 是 对 应 于 同一 特征 值 1; 的 特征 消 数 ， 其 中 C15 C2, eee, Cm 
是 任意 常 系数 。 因 此 ， 对 应 则 一 特征 值 1o 的 所 有 特征 函数 组 
成 一 个 线性 空间 ， 这 个 线性 空间 的 维 数 吗 做 特征 值 和 的 量 数 
或 黎 。 不 同 的 特征 值 自然 可 以 有 不 同 的 重 数 ， 
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$1.6 TE ® A Rh 系 


一 组 复 L*- 函 数 
PICA), PAI) 5 P(X) + 
MAYEZENR, MRA 
b nn pO (Ci 三 了 了) 
| AS A s mi Clears 
ME. DR, [ES BRA RADA > BRD BUELL N / VA. 
HE ARACENA TA. | 

TES BRR. Bb, 如 果 它 们 线性 相关 : 

CLP (8) ACP) Fo + CP, Mt = 0 (1.28) 
其 中 Cl、C:、*…、C。、*"… 是 不 人 金 为 零 的 复 数 。 那 末 逐 次 
Mpx), Mrd PLA, RG ZIERT, 得 

04-0 G 1,2, ee, we) . 
于 是 C;= 0， =1 2 …。 这 与 假设 是 矛盾 的 。 

反 过 来 ; 如 果 有 一 组 线性 无 关 的 复 王 2- 范 数 ， A ATA. 
作出 和合 样 多 个 两 两 正 交 且 规 格 化 了 的 复 上 LL?- 函 数 ,“ 使 得 原来 
的 函数 可 以 用 新 的 邯 数 来 表示 。 UE Gram chair 规格 
正 交 化 过 程 、 

EY, Ce) ACI ES 是 线性 无 关 的 。 de 
Be, 


ae AC 


A te on 


y f WCW Oda 
Kole) = Yala) nf‘ Zorr 


i5 ° 


Prix) = #2( x) 


TE 
Kst) = Pal) -P(x ACTAS 
- 9,02) IK DE o 
a 


Palx) = 一 
Y. etx) Kt dx | 


e... Be #88 ROG qose: CLILETETIE L] perra ane one 
. a 


di id = Pal 一 Pol! PuCX)Pn cede 


== -P f Pmi) Px) dx 
a _ 
y Je Xml x) X mx) dx 


ee 而 函数 X,(x) 与 已 经 作 好 了 的 函 
HOLM: iX); e, Pi CORTEZ HE Nikaie. Mm 


Pr Gods = [pda | 
[Acne oda “POPE de = 0 | o 

[XW pdr- Poor cod: | 
-pF dx] pd ds 
Sordo cortas 0 
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Tee 


同样 地 ，| 2:00 pda 0， 等 等 - 
oa), Pala), rety Plx), see (1.29) 
是 一 规格 化 正 交 函数 系 。 对 于 任 一 [oa ,63 上 的 复 L*- 函数 
fix) | 
b -一 一 一 一 一 
Ck = {sex dx 


称 为 jx) 关 于 系 (1.29) 的 Fourier 系 数 * 从 而 有 . 
fa. l ps A i b | oo mo 0 
f LFC- D capal) dx =f | f(x) ldx- S [os]? 
= Ami y A71 
ix A Bessel Fae 
= b 
D lats E a.30 
ki g i : ; 
1 


如 果 对 于 任何 复 [> 函数 f(x), Ha. 30) 中 的 等 号 都 成 
Ws 也 就 是 对 于 任何 复工 nen 公式 (Parseval 等 式 ) 


fon lax= Ziel ne 4.31) 


成 立 ,， 则 称 系 (1.29) 是 完备 的 ， | 
如 果 系 01.29) 是 完备 的 ， 那 来 L- 函数 fx) 的 所 有 
Fourier RM WEA UF) 在 除 一 个 测度 为 夫 的 集合 外 全 


| er f(x) pide 0 ere ee 
完备 公式 变 为 o | 
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Fisco (2d = 0 


有 从而，fCo) 在 除 一 个 测度 为 零 的 集合 外 恒 等 于 零 。 
”对 于 L*- 消 数 1(x)， 用 它 的 关于 系 (1.29) 的 Fourier 系 数 
作 级 数 

DRA x) (1.32) 
称 为 F(x) 的 Fourisr 级 数 。 如 果 这 个 级 数 平均 收 化 ， 我 们 不 


能 肯定 这 个 级 数 平均 收敛 的 极限 就 是 f(x).。 但 是 ， 如 果 系 
《1,29) 是 完备 的 , MAR LEAR 


fd = (x) E cpp) 
Ai 


HVAT POD 每 积 分， 得 | 
[Aare = fu Pe(xydx-C,= 0 (P- 1, 2, +) 


根据 上 看 的 讨论 得 出 f, (20) 在 除 一 个 测度 为 夫 的 集合 外 恒 等 
于 零 。 所 以 得 到 如 下 结论 : 

WERO ZD ÆA. WL- 函数 /的 Fouriez 级 
数 平 均 收 你， 则 它 的 和 等 于 F(x)-。 

对 于 连续 限 数 有 相应 的 结果 ， 这 时 限 数 系 中 的 函数 都 是 
连续 函数 ， 平均 收敛 应 换 成 一 致 收敛 ， 而 积分 则 是 Riem man 
积分 . 


81.7 Pr SH i Hy Mb — ch 性 
如 果 连 续 函 才 级 数 D COL 在 变量 x 的 某 个 区 域内 
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是 一 致 收敛 的 ， NERA 3 fa(x) 在 这 个 区 域内 是 绝对 一 致 


Xt BBY 显然 绝对 一 至 收敛 性 可 以 推出 级 数 的 绝对 收 人 性， a 
外 ， 由 l 


-{atP 


oS ae 
1> fi) [<> FACH 


“n+l 


FBA SETT An, 对 任 给 正 数 。 EIERN, M 
n 之 六 时 ,对 任何 p 和 所 指定 区 域内 的 任何 x REIT 
ARO. Pk, ASOC LR 


MARA 2 a 


PAGELA i 
而 数 项 级 数 > WEHT, MERKE 2 1100 显然 是 绝对 一 


BUKS, HE, RIAL CO, EA 
a | 


ink, “Ariela E = 


ee AM de as 

对 于 函数 集合 EE 加 果 有 二 常数 1 存在 使 得 对 Ca, b> 中 
E—Ax, EPOC; MA 

[fC (<M 
HMA EE Co, 6) LEAR, 


id. 


如 果 对 任 给 正 数 ©, HPA E he REE 
一 个 这 样 的 正 数 7 ， 使 得 在 区 间 Ce, 8) 内 所 有 满足 | —x" | 
zn Ax hx’, BALI) -f0]<e, MADE A E 
在 Ca, 5J] 上 是 等 度 连续 的 . | 

下 面 ， 我 们 来 叙述 一 个 后 面 要 用 到 的 定理 。 

Arzela 定理 ”如 果 阔 数 f(%) 的 集合 EE 是 一 臻 有 界 并 且 
等 度 连续 的 ， 则 任何 属于 E 的 无 穷 函 数 集合 中 可 以 选 出 一 个 
-RKA UTER. | 

证 明 E PHAR OB RAR, 因此 ， 所 有 这 些 
AR 47 AH EVM Ab - a 为 边 的 长 方形 4BCD 之 中 ( 见 图 1 
— 2 y 

AE, MARIE 


TNT - 
HRS | 


A 1—2 
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其 中 整数 & 0. RFE PRES ER, PR 
A Ess HE AE == MC. 
将 长 方形 ABCD 的 4B 边 分 成 2**"! 个 长 度 为 6; 的 线段 ， 
将 AD 边 分 成 长 度 小 于 9, 的 落 干 等 份 。 通 过 各 分 点 用 平行 于 
侍 标 轴 的 线段 把 长 方形 4BCD 分 成 许多 小 长 方形 ， 用 罗马 字 
TI，I，… 来 记 平行 于 y 轴 的 长 条 ， 

由 于 当 |x' -xci EOAR 

GA) 一 - f(x") IE, 

Bi, EAE E T STR 
中 两 个 以 上 的 相 邻 小 长 方形 。 但 是 长 条 中 的 小 长 方形 个 数 是 
ARAS TE EP HMBRACSRAOIPRBEALD 
个 函数 的 图 象 经 过 长 条 中 的 某 -- 对 小 长 方形 ， 不 妨 设 它 就 
是 图 中 画 有 斜 线 的 那 一 对 ,这 无 穷 个 函数 的 图 象 在 相 邻 的 长 
条 中 最 多 分 布 在 四 个 相 邻 的 小 长 方形 中 ， 而 任 一 个 函数 的 图 
象 却 只 能 在 其 中 两 个 相 邻 的 小 长 方形 里 。 在 这 四 个 小 长 方形 
中 的 某 一 对 相 邻 小 长 方形 又 包含 了 无 穷 个 经 过 前 一 个 长 条 的 
斜 线 小 格 的 函数 ,我 们 把 这 一 对 小 长 方形 又 划 上 和 余 线 , 继续 做 
下 去 ， 可 得 到 一 个 分 布 在 [a ,5 上， 宽度 为 28; HERS 
“图 中 划 有 斜 线 的 部 分 .在 这 区 域内 包含 了 函数 集合 {f(x)} 
中 的 无 穷 个 函数 的 图 象 。 任 取 其 一 ， 以 六 *(x) 记 之 ， KAM 
PALCO HR {A} 又 是 一 个 无 穷 集合 。 

对 {f(x)} 采用 同样 的 办 法 : 以 ez 代替 8 DAN: REE, 
得 到 含 于 S 中 ， 宽 度 为 2e: 的 区 域 S:， 其 中 包含 了 无 穷 个 
{ACO} 中 的 函数 的 图 象 . 任 取 其 一 ， 记 为 fo*(x), 其 余 的 用 
(AO) } 表示 .不 断 施 行 这 一 作法 ， 可 以 得 到 -一 个 无 穷 的 函 
数 序 列 | 
rd, fo¥ (x), 0, Jr)», | (1.33) 
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它们 互 不 相同 。 
MISKI, aora dl oe 


Sais Ei 
fr) 一 len Ci, ¡>k) 
其 中 四 与 之 无 关 ， 因 此 函数 序列 (1.33) 在 5a, bI 上 是 一 致 
KERLE. 
E ERERKEN OO ER, 但 这 个 定理 可 以 训 : 
不 困难 地 应 用 在 复 函 数 上， 读者 可 以 自己 去 证 明 。 


把 下 列 各 个 微分 方程 及 初始 条 件 化 成 等 价 的 积分 方程 。 


| | 
《1) a y=0, RIED 


d’y | 
(2) I + y =cosx, eyi =0, y*(0)= 1 
dy „ dy ‚ 
(3). de de + 6y= 0, E 0, y* (0) = A 
dy, > dty _, ay ui 
rr a 


y(0)=0，23 (0)= y”00)= 2 
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* . : 
A a 

e , ` 
a 小 
| 


第 二 章 BK GH 


这 一 章 介 绍 一 种 很 有 用 的 近似 方法 一 一 逐次 皖 近 凌 。 周 
OY, 讨论 对 于 某 一 类 4 第 二 种 Fredholm 积 分 方程 的 解 的 存在 
和 叭 一 性 。 然 后 ， 应 用 这 一 结论 求解 Volterra 积 分 方 径 。 前 
几 节 讨 论 连 续 核 ， 最 后 推广 到 开 :- 核 的 情况 。 


$21 逐次 逼近 法 
我 们 采用 逐次 逼近 法 来 求 第 二 种 Eredhoim 积 分 方程 
ys) = fls) +A | Ko, ty yt) df (2.1) 


TERR. EPEK Gs, DEERE, ió HE EL A 
Bw, ABBR, 

我 们 用 yo(s) = fCs) 作为 解 的 初始 近似 ， 代入 方程 (3.1) 
的 右 端 ， 得 到 


ats) = f(s) val’ K(s, i} y(t)adt 


aria xo oras (2.2) 
再 将 (2.2) 代 入 方程 (2.1) 的 右 端 ， 得 到 | 
yD = f(s) A| K, Dy di 


6 
= f(s) +4 f K(s,t) f(s)di 
raf’ Ke, i PKG, toe didt, 
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逐次 选 代 下 去 ， 得 到 -… 个 级 数 
PCS) = P05) HAP CS) + Als +e FAP CS) 十 (2 3》 
其 中 gs) = Flo), e = [PKG ipo dt, 9.0) = 


f Ks, Op (Ddi SABRE EY, BCRA 
识 知 道 : 如 果 级 数 (2， DEMAS, 那 末 它 的 和 9%(s) 是 
连续 函数 并 且 级 数 (2。 3) A) Ae PRA. 这 时 ， 将 (2。 "I 
FEC. DALAP 声 就 是 方程 (2。 DASAR, | 
现在 ， 我 们 把 级 数 (2。.3) 改 写成 另 一 种 形式 ， Se HAF ik 
的 公式 来 定义 选 核 
Ki (s,t)=K(s,t) ~. 
Ki, D = [Ks tK Gy D dt, 
b : 
Ks t) =| 人 HDK (t dt, 
这 些 达 核 都 是 连续 核 。 这 时 ， KERLE 
核 和 月 由 现 1(s) 来 表示 Eng 
p(s) = U 


Pals) = f K(s, Dede 


u 
PLK HKEE, Ef Ct dt, dt 


| Kus, t fC dty 


一 般 地 有 | 
puts) = [Ky Id (2.4) 
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is 


于 是 ， 级 数 (2.3) 可 以 写成 
ADA DAS Kids DADA (2.5) . 
f u | 
各 果 级 数 DAK (e DR ERBEN, BETTEN RG 
t;4)， 即 | 
Risstia) = DrK 5,0) 


amp 


= K,(s,t) +AK2(s, i) re. 


tA Kunst) tee | (2,6) 
这 时 ， 级 数 (2,5) 中 求 和 号 可 以 和 积分 号 交换 ， 于 是 
wis) = f(s) A RG Dd (2,7) 


$2.2 REE 


上 一 节 我 们 看 到 :， 如 果 级 数 (2。3) 一 致 收敛 ， ERED 
程 (2.1) 的 解 。 同 时 ， 如 时 级 数 (2.6) 一 致 路 敛 , 则 级 数 (2.3>》 
可 以 表示 为 (2.7) 的 形式 。 

现在 ， 我 们 来 证 明 ， 对 于 充分 小 的 1， 级 数 (2. 3) 和 (2.6> 
都 是 绝对 一 致 收敛 的 。 

ee GO, SEC, HMEDBK o 
c<s<b, Gta ota, RNAs He 

FD Sm, [Ka DSM 
Heim, MATER, MEA | OLRIK, 10) 在 对 应 区 
域 上 的 最 天 值 。 对 Pp .(s) 逐 次 进行 估 值 ， 得 到 
25. 


IPs) |< m 


AOE: f K(s, #) IPD |dt<mM (b ~ a) 


pais) [<< Fire, Do 10 ldi<mM*Cb-a)* 


一 般 地 有 
Ps) KMM" b - a)” 
HH, RO. DARA a Fit 
[P,(s)4"|<mM”|11"Cb - a)” 
Mmm, 4 


Al< ATTS = (2.8) 


TA RARO. DABA SY 这 时 ， 它 妈 和 就 是 方程 
《2.1) 的 连续 解 。 级 数 (2,3) 岂 做 Neumann 级 数 。 | 
下 面 我 们 再 来 证 明 级 数 (2.6) 的 绝对 一 致 收 和 化 性 。 类 位 
上 面 的 证 明 、， 我 们 对 每 一 个 过 核 进行 估 值 ， 得 到 
\K.6s,DI<M"cb-a)"" 
Ab, RA. OM BMH AEA 
ATK Cs, t) |< JAP "OM" (b =a)? 
从 而 在 条 件 (2.8) 下 ， 级 数 (2.6) 也 是 绝对 一 - 致 收敛 的 。 
绝对 一 致 收敛 性 又 推出 了 (2.3) 和 (2.6) 的 一 致 收 玫 性 。 


$2.3 解 的 存在 及 唯一 性 定理 


”现在 我 们 对 某 一 类 4 来 证 明 第 二 种 Fredholm 积 分 方程 解 
MFERE-HEH, 
EAEINITME. HHP, PEES ÉK.: 
a<s<b, a<t<b ie ESLORA 
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RES, the) =K (5,10) + A| KG, tO RG ta) dt (2.9) 
Al 
b 
Resstsh) =K (5,1) + da J Kt, DRC, tas 40dt,(2,10) 


RUBRO, tA) EHEC. DREK is, O AMAR. 


hs 叫做 正则 值 ， 方程 (2.9) 和 (2.10) 称 为 预 解 方 程 。 HE 
WEA, BRO, ERE, RAR, tso) 也 
满足 预 解 方程 (2 9) 和 3.10),， 则 有  ” 

R(s,t340) —Ri(s,tsdo) 


= dof Kds, HERG tse) Rs td IAE 
于 是 | ROr, 040 (RUS, ts Ao) RE Ha 
| J RESE G, ACR Cy tha) Rik 1140 dtids 
= nf [| ROrsssad Ks, tds JERC, tse) 
-R:t Jdt, | 
= ["CRU, ti) -K erst DIR, ts Ao? 
— R(ti, tsAdid?, | 
= | Rr, tisho) CRC, tre) ~ Rich, tyho) ade 
-| Kurt) CRO 540) Ri ts 40048, 


te 
AIO [KO ts) CRA, fade) Bit, bh Id = 0 


故 Ris, tsAo) — Rı (s,t340)=0 
定理 ”对 于 正则 值 1 ， 方 程 (2。 LD ABNER Cs, ti)» 
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列 方 程 (2.1) 对 于 这 个 正则 值 存在 唯一 角 | 
y = 100 +1 | RDfDd AID 


我 们 先 证 明 唯 一 性 。 即 证 明 在 定理 的 条 件 下 ， FE. 1) 
2) — DR (2.1 DRAN. | 
设 y(s) 是 方程 (2.1) 的 解 。 将 方程 (2.1) 的 PA tg ELA 
ARC, 534), 再 对 s 积分 ， 得 
af R(x, ssa ys)ds. af’ Rx, sj) ds 
+ af’ (Narcos, nas Juas (2.12) 
让 于 R(x, 51085 10) HE 
4| Rea ssK Cs, fds = Rix, 134) K(x,t ) 
新 以 ，(2,12) 式 可 写成 | 
4| Rex,ss ys)as 


= af R(x,s34)f(sids Hal Rix, 152) y dt 


en | 
一 af Kix, DyQ)dt 
又 由 于 y(s) 是 方程 (2.1) 的 解 ， 央 此 
| Ke, Dydi = y 00) She 


FLA Y = fCx) + Af Ress A)y(s)ds 


FEB RUE RARA ME, RIIE H (2.11) AA :的 函 
数 ， 在 定理 的 条 件 下 确实 是 满足 方程 (2.1》 的 。 
将 (2。.11) 代 和 方程 (2.1) 中 ， 移 项 后 ， 得 到 
fu + af Rex, A fos) das- f(s) 


28 


i 
ICO +al RG, ts A) fC dt dt = 0 


AST, M 
f Reess) OD 


= AL Kes DRG Hdd IFC dt = 0 
THRE 2.9 可 知 ， 上 式 中 的 方 括号 内 的 式 子 是 和 恒 等 于 
零 的 ， 故 这 个 等 式 确实 是 成 立 的 ， 也 就 是 说 (2.11) 是 满足 方 
程 (2,1) 的 。 证 毕 . 

下 面 我 们 来 证 明 满 足 条 件 (2.8) 的 4 值 都 是 正则 值 ， 也 就 
是 说 对 于 满足 笨 件 (2.8) 的 4， 级 数 (2. 6) 的 和 就 是 预 解 核 . 
我 们 只 证 明 级 数 (2.6) 满足 预 解 方程 (2.10)， 满足 预 解 方程 
《2.9) 可 以 类 似 地 证 明 。 将 级 数 (2。 ARK, x), EA 

积分 ， 得 


b = b ; 
u Rs, KG, Odt- Y ce Kits, KG, «dt 
0. 2 f n=0 j ; : : 


= S ANE nr2(5,%) 
PFE, 8 


o 
af RG AK adi = EAK tor 


=AK 2S, rk, Kit ove 
考虑 到 级 数 (2。 6) 的 表达 式 ， 得 
af Ristik O 0dt= RG, H -KG 
AX Mite TA 2.10, MERR SAAG. 
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综 上 所 述 : AWARE (oats WR GW 存在 唯一 
的 解 (2.7)， 而 齐 次 方程 
y(s) ale ytdt 


从 有 唯一 的 零 解 。 


32. 4 Volterra A 


现在 把 前 面 对 第 二 种 Fredholm. BORN 
AH Volterra BW EARL i 
7 我 们 先 看 Volterra 核 的 组 合 核 。 BEK DAH (rs) 
都 是 Volterra 核 ， MATE AA Lr, HA. 
L(r,t)= 上 Hr, SK (s,tds 
也 是 Volterra 核 . HEE, Bacr<cs<bk, Hir,s 
=0; Ma<s<it<bH, Kos, t)=0, 因此 ， Mr<t 
H RELO, D=0, AMERT BE 
Lír, t) -f Hir, syK (s, Hds (a<t<r<b) 
FAIRE, Volterratk ay iki ES 
Ke D= [KG DK Cr dr (n>i2) 
也 都 是 Yoiterra 核 。 | | 
直面 我 们 只 证 明 : 对 于 任 一 复数 4 Neumann 级 数 (2,3) 都 
是 一 致 收敛 的 。 而 其 它 忆 部 分 的 证 明和 前 面 几乎 是 一 样 的 ， 只 
是 积分 区 间 改 为 从 到 就行 了 。 
WHE, STK, DLM, fridd 则 有 
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pits) | = Kc, nf! <Mm ` 


1ps(s)] = If Ks, Heads ¡<M3m(s ~ a) 
ati — E A 
Ie (s)| = If" K (s, DP, (0d <M'm 


mie" $. 


(n-1)1 


于 是 级 数 (2.3) 的 通 项 估 值 为 


sn sea)" >” 
n = n r 
[Ae (SISA ae ae as 
z n b-— ni _ > 2 
<M "m(G—-a) GD 


ik, Neumann 级 数 (2.3? 对 于 任意 复数 1 总 是 一 致 收 化 的 。 
这 样 ， 第 二 种 Volterra 积 分 方程 
y(s) = f(s) +2| K(s,ty(tydt | 
对 任意 复数 4 都 有 了 唯一 的 连续 解 | 
ys)= f(s) + Ay ls) +A ys) +o 
Hep wir 
re fx. prbat- [Kooy Dat 
也 就 是 说 ， 对 于 第 二 种 Volterra 积 分 方程 ， 复 平面 上 的 全 体 
4 都 是 正则 值 。 | 
”对 于 第 一 种 Volterra 积 分 方程 
1G)=|. Ks, tydi z (2,13) 
我 们 可 以 把 它 化 为 第 二 种 Volierra 积 分 方程 来 求解。 


下 面 分 几 种 情况 来 讨论 。 
(1) K(s,s)+0/0<s<b: WREEK G, DEZ M 
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EKNESBFEERN MERKT :(s ,1)， 则 方程 (2.13》 
有 连续 解 的 充 要 条 件 是 f(s) 及 FS) FE Ca, 的 内 连续 且 f (o> 
= 0。 如 果 这 个 条 件 成 站 则 方程 (2.13) 的 连续 解 还 是 唯一 
AY. l 
事实 上 ， 将 方程 (2.13) 两 端 对 S 微分 ， 得 | 
CJ KG 969+ | Ki Oy dt (2.10 


ALE, RRB BAA Volterra OE 


y(s) = KES FEEL yond (2.15) 


显然 ， 方 程 (2.13) 的 解 是 满足 方程 (2.15) 的 。 反之， 满足 方 
程 (2， me 14), MHAC. 14) 可 以 写成 
Elfo SS Ks dyad Jo | 
bil; nee ur 
AD | Ki, Dydis | | 

He) 与 无 关 。 Ms = a， 则 c(t) = 0 。 BU, HE 
(2,15) 的 解 满 足 方 程 (2.13) .也 就 是 说 ,方程 (2.13) 和 (2.15) 
Ze Or iy. 现在 只 要 对 第 二 种 Volterra 积 分 方程 (2.15) 引 腾 
前 面 的 结论 就 行 了 ， | EE 

WRB s, 1) 和 偏 导 数 区 ,人 (s,t) 在 三 角形 ,内 连续 ， 
f(s5) 及 f(s) 在 C4, 中 内 连续 ， 则 方程 (2,13) 存 在 唯一 的 连续 
解 。 


事实 上 ， 令 | yCDdi=@(s)， 对 方程 (2.13) 分 部 积 
分 ,得 | o | 
f(s)=[K(s, na) [Kr noma 
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= K(s, 5) D(s) - | Re ti) P(t) dt 
变化 一 下 就 得 到 第 二 种 Yolterra 积 分 方程 .~ 


f(s) iy > "Rss, +) añ 
Re, = Bs) - Kbs won: 


再 引用 前 面 的 结论 就 行 了 。 

(2) K(s,s)80,a<s<b; BIZK (s:t), K Cs, 9, 
Kiss 1 在 三 角形 天 :内 都 是 连续 的 ， 在 [ae, INH K (s,s) 
=0, HK(s,9%0, 方程 (2.13) 有 连续 解 的 充 要 条 
HERE FCs), Fc), fiee, b) 内 连续 且 f(4) = f'(a)=0. 
如 果 这 个 条 件 成 立 ， 方 程 (2.13) 的 连续 解 还 是 唯一 的 。 这 个 
解 可 以 由 与 方程 (2.13) 等 价 的 第 二 种 Volterra 积 分 方程 


Krepa s ie st) ¥(dt (2.16) 


求 得 。 

证 明了 过 程 可 以 仿 照 第 ( 1 ) 种 情况 进行 ， 

AVEK ./(s,3)=30, axs<ib, FRFRKHTER, 
这 时 可 继续 对 方程 (2,16) 两 边 进行 微分 ， 站 至 核 KC, 00 的 
某 一 阶 偏 导数 在 Ca, 0) AA te 为 零 或 仅 有 有 限 个 零点 为 止 ， 
求解 方程 (2.13) 等 价 于 求解 相应 的 方程 。 | 

(3) KK(s;s) 仅 有 有 限 个 零点 : UK (sss) FE Ca,b) 内 
有 有 限 个 零点 :si<s:< WOR (2,13) 等 价 于 下 面 
ZA nn 


FOS K Hy dt (a<s<s,) 


f(s) =|. Ks, H)y(Ddt ke 
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fof K(s,t)y(t)di (s,<s<b) 


Ma<s<sift, Kiss) = 0, EMBAR 1 ) 中 的 
办 法 求解 。 其 余 各 方程 K(s,s) 只 有 一 个 零点 ， 我 们 可 以 用 
多 种 办 法 把 此 零点 消去 , 所 得 的 方程 再 按 ( 1 ) 中 的 办 法 处 理 。 


825 # 
| 1 EZ m 种 Vol terra 积 分 方 程 
ver- 丰 et yct)di= f(s) 


BK «(st en t 算出 Neumann 级 数 的 各 项 
p(s) = q eat 
a fan j et “f(t dt dt 
es (s>) e. fd 
ne) A Pans soe pdadndt 
a (st)? Su f 
一 般 地 ， 有 
一 一 《3 — t)" u . = vor 
p) = | SAO" = € 0 {n 0» 1,2, 》 
因此 ， 该 方程 的 解 为 
A E l = No As —t)" s a5 
y(s) = f(s +h (2 I). (Dat 
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Be +4 er sen jade | 
例 2 - 解 第 二 种 Volterra 积 分 方程 
S= y(s) -fis -Dydi | a ex 
计算 Neumann 级 数 的 各 项 ， 令 si=o s-u=w, Mju — t 


su-w. $. 
Kils,t)=s—t 


K.(s,1) - (su) (u- ac -wdw 


Kals, t) 


1 


es E » 
fc a du 


if á up. G — +)" 
=—| w(v-w)dw = 一 = 一 一 一 一 一 -- 
f i ) 5! 5! 


te 


一 般 地 ， 有 


(s- = pas 1 
es (2n ~ 1)1 


(ns 1,2,3, vee) 
Hk, BROT 


Se Set E 
ae Je) - > ai shes D 


方程 的 解 为 ee , Busse a 
| yis)=s - [sics -piat a | 
=s—[teh(s- A +shts =D) =shs 

例 3 解 第 一 种 Volterra 积 分 方程 
35 


EN 
2 


Est = fi 16#-5st - 25%) y(t)dt 
i 


BERK K (s,t) = 161° — 5st- 258%, MS= Om, K(s,s)=0, 
这 是 上 节 谈 到 的 第 (3 ) 种 情况 中 只 有 一 个 等 点 的 特例 。 将 诛 
方程 微分 三 次 ， 得 | u 

1858 =95ty(5) + fir -9+ 4(t—s))y(t)dt 


165? = 9s? y’ (s)+9sy(s)—- 4 ya 


| 328s 9s*y"(s) + 2789! (s) + 5y(5) 
最 后 这 个 微分 方程 的 通 解 为 


y(s)=s+ As a Bs” a 
但 当 生 仅 当 4 = B= 0 时 ，y(s) RATER, KEAS 
程 的 解 为 | 
Mid: yés)=s 


32,6 正则 值 和 预 解 核 


前 面 已 经 得 出 ， 对 于 第 二 种 Tredholm 积 分 方程 绝对 值 充 
分 小 的 4 都 是 正则 值 .现在 ， 我 们 来 证 明 如 果 入 是 核 攻 (s ,站 的 
EEE, 那 末 一 切 充分 靠近 加 的 值 也 是 核 攻 人 (s, 力 的 正则 值 , 也 
就 是 说 ， 正 则 值 集合 是 复 平面 的 一 个 开 集 ， 
假设 Aa E Ks, t) SERIE, ， 它 的 对 应 的 预 解 核 为 
Rs, HAI. AF RRS, tA HEE TER NIE, PRU 
[Riss dA) 1 <N 
汪 似 前 面 的 做 法 ， 我 们 作 迭 核 
Ri(s,tsAo) = R(s,1340) 
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Riss toda) = | RCs, td R Cto hdd, 


Rts, t;A0) =| Ruh ARG; trA, dt; 


EL he RA oo FA 
|RaCs, t, Av?) KND ~ a)"! 
作 一 个 级 数 
R(s, tsa) =R,(s, ts40) + CA ~ Aa) Rats, ts 40) + + 
+À AD OR ACS, ts Aa) +e (2,17) 
ER |: > 
[CA Ad" AR, Cs, Ad |< 14 A|" UN" (Cb — a)" 
I}-A|l< NET (2,18) 
时 ， 级 数 (2,17) 是 绝对 一 致 收 黎 的. 它 的 和 是 一 个 连续 函数 。 
级 数 (2.17) 是 Neumanan 级 数 的 推广 。 一 l 
下 面 我 们 证 明 R(s, +1;4) 是 预 解 核 。 只 证 RC, ts) 满足 
预 解 方 程 中 的 一 个 ， 满 是 另 一 个 的 证 法 相同 ， 不 再 重复 。 事 
Ei: : | 
RCs, tA) =R (3,340 + EA- ATR, CS, td) 


= 


-5 


SRC, A) + DAAD SR, ts, tido) 


u=z 


Xx Rt, dE 
=K(s,t) +A fro, DEE 
4 
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la f° 
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rSh ER, (5,4340) 


n”3 


XK (8,4) +2 RG! DK, Dd dd 


j 
=K(s,t) +A, PN dt, : =, 


j ža- je de Rust) Ko Dd 


+ D AoA = 4° AA R n ae 


x Rt, bo 40) x Ka, Hdtadt, 
A Res, na 


+ Sa Pio is, DKG Bdh 


"i R 

aie ee eee : Me E E E 

+ 5 Aya A)" f RC A) T 
下 所 名 


= K(s,t) +| (= (AAN ”"R,Cs,t1340) 
+ApRCs,t; Ag) + D ACA- Ae)" 
n=2 


x Rats, tA K (ty Dat, 


SKS, D + | (AD GZ ~ Ad ORs, ti) 
a nal 2 
x Kh, dt, 
=K(s,t) + Al Rs, AK (At, Ddt, 


于 是 ， 我 们 证 明了 当 正 则 值 BSB ADAIR EC 2, 18> 
于 ， 它 也 是 核 六 (Cs, 电 的 正则 值 ， 对 应 的 预 解 核 为 (2.17) 。 
HESAR A EHK s, DHEER E, 
MRR, DEZE RAR ERE, 在 任意 正则 
EIER, RR s, AT RRO-A RRR). 


82.7 ATL- 核 的 附注 


对 于 L*- 核 的 情况 ， 前 儿 市 的 讨论 CAA D 下 些 
修改 。 

ARUN aL f(s) See 函数 ， 并 且 解 的 存在 
和 唯一 性 也 是 对 蕊 3- 函数 而 言 的 ,但 是 ,关键 之 处 是 Neutnann 
级 数 的 收敛 和 逐 项 积分 的 问题 。 因为 这 时 Neumann 级 数 的 
各 项 都 是 L*- my UNE BR et — a 
的 。 
AA MA PB. 
RYT L* BARI (x,(s) }， 如 果 存 在 一 个 非 负 的 L:- 函 
Kris, MRE PERE, ME-TEREN, 24 
n>NH, A 

Ix.(s) ~ EN ees ao ee 

MIER (Cs) } TLR BUR RF AS). MAS AREA 
Be. WR O) 几乎 一 致 收敛 于 x(s)， 则 { x.(s》 } RE 
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均 意 义 收敛 于 x(s)。 事实 上 ， Hix) xis) Xep (s)。， 可 
Laa u o 


EASES "ds <e I. IPs) as 


因此 ， (2.5) } 是 平均 收敛 于 x(s? 的 ， 
同样 对 于 上 L:- 核 的 序列 { Kis, 如果 存在 一 个 
非 负 的 L- P (s/p), 使 得 对 于 任意 给 定 的 e> 0 ， 存 在 一 
人 An > Nit, T. f 
IX, Cs, E) —K(s, 19] <ePts, 1) (a<s; <b) 


MRL -BER K 6 DIME RRR KG) .容易 看 
出 ， 极 限 KK(s,t) 仍 是 L?- 楼 。 - : 

ALBA, RTA NH Hs MEY JPA. 

DLP BC EAT FRE, RAS PE, 
AMBRE A ABH MRC 7D. ` 

《13 LABORAL (26,68) Y ILP SE FE E 
KSUATFEREREENL’- Br), 使 得 对 任 给 的 0 
WEETERERN, im) 1 > NH A CEA 
CS) — Xn(s)] <ep(s) (ax<ts<6) 

(2) L-A K,G, DIEBE, 

(3) {xa(s)} 几 平一 一 致 收敛 于 xs); yis) LIA 


数 ， mu { f x „(s) y(s)ds paT, x(s) (sods, Ben 
C4) {Ks 1) UEP RISE K HN, yO EL 
mam | Kc Dyod) LP moot Ken 


xy(bdt, 
(5) (K.G D} JLP- RKATKG, t), LG, OE 
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Le, Meal Rn Liner dat]. Lts, r) 
xK fr, hdr y 2 BLP — Bee oF 2 AR|, Kon) Lo 


xdr 和 | 人 


(6 ) LBS O JLP RANKET), 


| R EN 
SEL? WS andar | xc) 
os dä 


N pr amp IK. E E 


oe Ferre, 


ng 
KG; yL -E,W > Dy dt 用 平 一 致 


| ET | Kts, Dydi. 


连续 函数 是 LE, SE LP Be Be be A IE 
通常 的 一 致 收 和 但。 事实 上 ， 只 要 取 P(x) 为 连续 函数 就 行 了 。 
TIRABA DAMA DAM ME, AB RAN 
逐 项 积分 的 问题 就 解决 了 。 IPC L:- 核 的 
情况 。 

现在 我 们 来 看 在 什么 条 件 下 级 数 (2. DE, 6) 是 几乎 一 
By Ha SH OATS 

对 级 数 (2.3)，、 从 7 SBI, BA 
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= A A m nn 
SIES] Kts, Den 人 [pe art = p(s)M 


YÍ IK (s, t) | dt Zsh- AR, EGR IN lott sat 
E REO AM, | | | 


¡Pats) | <Y | | ACs, ixe nrar f le, Ct) |*dt 
6 fb z 

<eo f | Ka, + Pdedt, «M 

i seo BEE -一 一 一 

LAGIES Y| Kedy f TROST 


<r) ( y [Pic tD [tdtdty ) M 


oes) 06s) (Y iK ard) M 

六 此 ， 级 数 (2.3) 的 通 项 有 如 下 估 值 i 
¡Pa (s)A” 14,1” AS IKG, +0 dtdt, de Y Mp(s) 

所 以 ， 当 4 满足 
< sta E ÓN 
YT IK, pleds + o 

时 ， 级 数 (2。3) 是 站 乎 一 致 绝对 收效 的 。 


类 位 地 也 可 以 证 明 当 4 满足 笨 件 (2,19) 时 ， BU. 6) 也 
是 几乎 一 致 绝对 收敛 的 。 当 4 满 足 
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iA Aol <= E 


(2,20) 


YT irc, IRcs, See 


Rt. BRO IDA JAP Art. 
连续 函数 也 是 LA ae. ESB, 条件 (2.8) 和 
《2.18) 可 以 分 别 放 宽 到 条 件 (2.197 和 (2.20) 。 | 


| 习 Bl 
用 逐次 逼近 法 解 积分 方程 : 


y=s+ -par 


y(s)= 1 + [G-oy@dt 


5 


a ys) = 7 + ist (Hat 


de ss ahh an 


y(s)= 1 +f ydi 


1 
yis) wettest at’ yendi e 


解 积分 方程 : 


y(s) = sins ll; + af" ‘tsy(Qdt 


y(s)= s + yinat 
y(s)=1—295- 48 NS +60 
~ 4¢s - DONDE 
43. 


= 3 Li poe A de : | 
(4) ys) Se a LL funde 


(5) v(s)=29+6s+ f ces - 6t+5)y (tdt 


(6) v(s)= cos s-s-24 | 01 oydt | 
3 。 证 明 积分 方程 
y(s)= 4+Bs +f'cc +Dis- HIylt)dt 


有 解 : >(s) Kie Ke dea, B,C, DEE 
HEM, Ki m, Ka, MATA, B, C, D. 
4, 证 明 积 分 方程 


b 


yes) = f(s) + 对 (> PANDO ly di 
aN my 2 
BR: y(s)=f(s)+a D> Anpals), 其 中 4 是 常数 ， FR OG 
hl - 
组 : p 
Ska [af PDQD dt] -An 
A=1 a | 


b i . 
-| Qn (tf dt . (m=1, 2, ""°, n) 


MRE. 
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A Be Fredholm Æ 理 


前 向 我 们 讨论 了 对 -第 工种 Fredholm 积分 方程 ， 充分 
小 的 参数 4 都 是 正则 值 , PTEE A, RIERA Ak 
及 .这 一 章 我 们 用 另 一 种 方法 来 分 析 , 这 个 方法 是 E.Schmidt 
给 出 的 。 先 从 退化 核 积分 方程 分 析 着 手 ， 然 后 把 任意 连续 核 
分 解 成 退化 核 ， 从 而 过 渡 到 一 般 连 续 核 的 情形 ， 最 后 我 们 再 
对 L:- 核 进行 一 些 说 明 .开始 时 , 我 们 不 限定 4 是 正则 值 . 


$3.1 退化 核 积分 方程 


我 们 现在 来 讨论 具有 退化 核 的 积分 方程 ， 它 的 解法 归结 
为 解 线性 代数 方程 组 。 如 果 核 玉 (s, DIETA s MAA 
2 的 霄 数 的 有 限 个 乘积 的 和 


Ks, t) = paladar tt: (3,1) 
awl 


旭 称 为 退化 粮 。 这 里 Ps(s)，R= 1,2," 可 以 认为 是 线性 

KR, R= 1,2, 0, AUREA DER OD 

WA, DEKA, Zr . 
re) = olt) 


这 时 ， 第 二 种 Fredholm 积 分 方 各 
ys) = FO) + AL KG, Oy CH dt 3.2» 


变形 为 ， 
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v(s)= zn], DICH (3,3) 


Ary, = [bra (3.3) 可 以 写成 


. IA AO a (3,4) 
将 (3， DRAG. 3) 中 ， 得 到 | | 


I SN ¡Zoco Oct 


ati 
n b n 
+4? Sao] Eran) 
un ON 


a 5 = 
Rohn [DEDE y ar | Pdt, 同时 考虑 


到 ps(s) 的 线性 无 关 性 ， a RRR EE 
相等 ， 即 得 | 
ED Amy (k=1,2,-,n) (3,5) 
Ae, MRA. DASE CS), Wr AAA 
线性 代数 方程 组 (3.5)。 反之; RABO, DAR Ys 
则 (3。4) 是 方程 (3.2) 的 连续 解 。 事 实 .上 ，(3.4) 是 显然 满足 
《3.3) 的 。 aa 
类 似 地 ， 方 程 (3.2) 的 对 应 的 齐 次 方程 
VES) = Af Ke vcd f (3.6) 
可 以 归结 为 对 应 于 方程 组 (3.5) 的 齐 次 线性 代数 方程 组 
46 


Yn =A > Gay; (k=1,2, sos, tt) (3.73 


i“. 


而 方程 (3,.2) 的 共 四 方程 
SEE 
ys) =9(s) + i} Kis, Dyt dt (3.8) 


则 可 以 归结 为 方程 组 (3.5) 的 共 辐 线性 代数 方程 组 
Ve=get A DS Any, w (Bern ny (3.9) 
¡”1 
推导 过 程 就 不 再 重复 了 。 只 是 要 作 如 下 一 些 改 变 
NOOO nep Pbhyaydty =  * 
ree = Dona u 
M3. 10240 | 


ys) = racer sa Zour Pr - (3.107 


k= 1 i 
MAA 4u 和 方程 (3。 5) 中 ows 的 关系 为 | 
An ¡> Er | 
HKD MRK, DURNA. 


$3.2 退化 a 积分 方程 Fredholm se 


HER 我 们 可 以 用 熟知 的 线性 代数 方程 组 的 理论 
得 出 对 于 退化 核 积分 方程 的 类 似 定 理 一 一 Fredhelm 定 理 , 
假设 d() 是 方程 组 (3.5) 的 系数 行列 式 ， 即 
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1-40 48,2 ... AG, n | 

DE N 
BE Tre TEE A 
则 有 
定理 1 SFM dO: 0 的 那些 4 值 ， 积分 方程 (3。2) 
存在 唯一 解 。 这 上 时， 对 应 的 齐 次 方程 (3. 6) 只 AER 对 应 
EITHER. OMA a 

SME, JERR RETA (3.9) 的 A 
(3.11 BSE Se. Fk, Edao AREA EA EEE 
线性 代数 方程 组 (3.9) 的 系数 行列 式 不 为 零 , 反 之 亦 然 . 

定理 2 对 于 使 4(4) = 0 的 那些 4 值 ， 齐 次 积分 方程 (3， 6) 
BEATA 


y(s) = af KÜ,s)yCt)dt (3.12) 


都 有 非 零 解 KREISEN Ar an q, Hp 
是 退化 核 (3.1) 中 的 项 数 , 4 是 方程 组 (3.5) 的 系数 矩阵 的 秩 ， 
也 就 是 说 ， 使 4(4)= 0 的 4 是 核 K (s， OMr 重 特 征 值 ， 而 
A BRKO DORREEK SAT r 重 特征 值 

Sn ARS) Mgt), ERA | 


f. {Ma@dt= 0 (3.13) 


WAR ABRE A AE 

定理 3 对 于 使 5C1) = 0 的 那些 1 值 积分 方程 (3. 29 
PRE TE BY FES) GARE A AMS GE MEH UD E 
«3. ES 这 时 ， 方程 (3。 2) 的 通 解 可 以 表 为 
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IKs) = ya(s) + Sone soo (3. 14) 


其 中 yo(s) 是 方程 (3。 ravens MERA. 2) 的 
对 应 的 齐 次 方程 (3.6) 的 > 个 线性 无 关 的 特 解 ，C; 是 任意 常 
数 。 | 

定理 4 BAC) = OMA AMAR, BREN, f 
征 值 具有 有 限 个 。 

FR TON ER 不 含 参数 2 的 。 mR 
Pils), ORRERA, BEIN HETERONM ET, 
MANDEL ROA MT BR I, ER A 要 改 为 

定理 4 d(4)= 0 只 可 能 在 区 域 只 内 的 孤立 点 上 成 立 ， 
也 就 是 说 ， 特 征 值 是 区 域名 内 的 一 些 孤 立 点 。 

此 定理 的 证 明 ， 读者 可 以 作为 习题 来 练习 。 


33.3 任意 连续 核 积分 方程 
的 Fredholm 定理 


E ERICO ARA Fredholm 定理 推广 到 具有 
任意 连续 核 的 积分 方 各 上 去 有 两 种 办 法 : 一 种 是 用 一 个 退化 
核 的 序列 来 逼近 任意 连续 核 , 参考 文献 [2 就 是 用 这 种 办 法 ; 
另 一 种 是 单 用 一 个 录 化 核 LCs, D BEE K, 2) , EM 
K(s,1)- LCs, Ð 是 够 “小 ”， 以 致 我 们 可 以 对 这 个 差 应 用 
逐次 避 近 法 。 这 个 方法 是 久 ,Schmidt 提 出 来 的 。 我 们 采用 后 
一 种 办 法 ， 

由 数学 分 析 中 熟知 的 Weierstress, & HAMMER, 对 
FERRE Cs, y), 存在 -一 个 双 变量 多 项 式 ， 使 得 
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IK(s,t) — Lts, 0) |<e 
式 中 = 为 任意 给 定 的 充分 小 的 正 数 ， 双 变量 和 多项式 志 (4s， 站 就 
EREE., FRIERRK(s, DIAA EA 
K(s,D=L(s, t) + Q(s, t) . (3,15) 
PL, DESEA, QG, DEERE : | 
Yf filas, i) |*dsdt <4 
这 里 4 是 任 意 给 定 的 充分 大 的 正 数 。 
根据 条 和 件 (z。I97。， 积分 方程 
TOES fs) Fal OG, Hyd? 8.16) 
Cyr lol= A ee A EE 
y Pf 106, ty jásat | 
内 的 A 
vis) = f(s) raf Doane: (3.17) 


其 中 QCs, i AERO, D 对 应 于 正则 值 AGE tae 
FEB, BIC. AMY 4 都 是 方程 (3.16) 的 正则 值 ，， a 
这 样 、 运转 核 的 第 二 种 Predhofm 积 分 方程 可 以 写成 


sos rosa], Lis DIAE 

3 aaf Xs, DIM | u | (3.18) 

如 果 ?(s ) 是 方程 (3.18) 的 解 ， 由 (3.17)。， 则 有 
yes) Real be yd 
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+ Af 065,1 DS raf za, v(t, dt, Jas 
IE N: ADOI 4f Qs, HAFT 
af, staf Lett WG: dtd? (3, 19) 
ES F(s) = fo). afi Qis, t; OSA 


| Pls N= Ls, t) + af Xs, DL ty Dat, 
ERDE | 
ORO af: P(s, pride (3.20) 
这 是 一 个 退化 核 积分 方程 。 
SRE, AA 
= Re 
所 以 


P(s,t) = Seconds if Qs, HA) 


和 


Sanam} = Slow 

“wait Q(Cs, ti: Dade Dat TY | 
反之 ， 如 果 y(s) 是 方程 (3.20) 的 解 ， 必定 满足 (3。 A 
又 由 (3.17),y(s) 必 定 满足 方程 (3.18)。 18) 


方程 (3。 20) 是 等 价 的 。. .. |. 
ER, 对 于 任意 连续 核 的 齐 次 方程 ， ESEURI 
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结果 。 | 
士 是， 上 一 节 的 Fredholm 定 理 对 于 任意 连续 核 的 第 一 
种 Fredholm 积 分 方程 在 阅 C。 内 的 4 值 都 是 成 立 的 .而 阅 C 
是 可 以 任意 大 的 ， 因 此 ， 对 整个 复 平面 的 4 值 ，Fredholm 
定理 都 是 成 立 的 。 注 意 ， 这 时 的 定理 4 Eh 

定理 4” 特征 值 在 贺 C。 内 没有 极限 点 . 

事实 上 ，4 = 0 显然 不 是 方程 (3.20) 的 特征 值 。 而 组 成 


| 
HERP (s, 让 的 ps(s)+4 | QG, 44)pa(tdt 是 4 的 解析 


AR. 由 定理 4’, 方程 (3.20) 的 特征 值 ， 也 就 是 方程 (3.18》 
的 特征 值 在 圆 C。 内 不 可 能 有 极限 点 。 

显然 ， E TORN DIA AE 
有 可 能 构成 按 模 趋 于 = 的 序列 ， 


$3.4 fl 解 & 


RFE FR TT Ag RT Bd (A) 0 的 那些 4 值 ， 核 K(s, +) PA 
预 解 核 是 什么 形式 。 

- 首先 ， 我 们 看 退化 楼 积分 方程 解 线性 代数 方程 组 (3 6), 
得 到 


yo Ta = 3: de Di Ch = 15.25 "s n) (3.21% 


其 中 qu; ERBE 


Bu; 1 — Ag: l Aas : ..» j 46, a 
A ge -ìa ne —4a n RR -Aa : bak a 
I-ZA = 21 22 : i (3,22) 
-Aa,, AG; f ... 1-AG,, 
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HU PA NEED PCR. 注意 到 


PE [rfar 


= lee : : : 3 i di 
所 以 Ya ¿E O 


(3.23) 
再 将 (3.23) 代 入 (3.4) 中 ， 就 得 到 退化 核 积分 方程 (3.2) 的 解 


1 x b -一 一 | 
y(s) = f(s) 5 pul be data) | Gl) findi) 
j 之 $ Fa R ] 


= f(s) “ls > D dep) d)FNdt 


A=1:71 


= f(s) Hal. RG, ty fd 
其 中 


R(s, íA) = 1 


| S da. E (3,24) 
day = = iC APL CS da 


RATER, t3 A) 7 RT 2.9 C2. 10). 
这 里 只 证 其 中 的 一 个 ， 考 虑 到 (3.24) 和 (3.1)， 有 


b 
af K(s, t DR, t;A) dé, 


Se OS da O) K G, hPa de, 
¡e 7 l 

= A n n 

= 元 万 之 之 


n a Pal de b 一 一 一 - 
> da (Ada; (HP; Cs) | ot px Ci, dt, 
R=1 51 571 $ 
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_ A A ate n | l i E - E 
= dA) = 之 2 ARO TED 
由 于 dy — Pee 
d(Ax 
页 ‚ AAD;=D;-d(A)l, Ei 


A> dalard A) —d(A)8;; 
= en 5 


所 以 
A | Kc, 1 Rh, teAdd?, 


en 


a 2 > (dat) -Ope (4) 
a ; 


= I > Samos OR 


iTi prt 


一 > TO (1) = ec a t). 


i=l j=l 


因此 ， 对 于 退化 核 积分 方 各 (3. 2) 来 说 ， Edo 4 都 是 
正则 值 ， 其 预 解 核 为 (3.24)， 

下 面 再 看 任 容 连 续 楼 的 积分 方程 RIRA 4 要 对 退化 核 积 . 
分 方程 (3.20) 采 取 同 上 画 一 样 的 步 嗓 就 行 了 。 这 上 时， 行列 式 
-GADER 22 PEOR - 


a =[ (oe + af QG, EN = (#)d#( 3.25» 


Sd 


AIR AO ROS. 6) 得 到 的 是 


aller k= n 
Yi = ¿En CAF; ( 1; 2; s") (3.26) 


其 中 F, = [DF dt 


b 
= | oi Ir +06, LAF IMs, Jas 
将 (3.26) 代 入 (3,4) 中 ， 再 注意 到 核 P(s,1) 的 组 或， 得 到 
yis) = fts) +], Qs, tf 


+43 (ono + af, Xs, to Death dt, ] 


k=1 
1.9 un 
X | 一 本 全 AMARA O DO LA 
Fore i f, 《 
+ af ac, e Do 
= f(s) + af Pts, t; DEA 
其 中 楼 Ps， LOA 


Pls tt) = Qs, tA) + ¿Y DS dais) (pats) 
DEL 


5 en 
+20, De nd(o 9 
b EA 
+1 Qs, nads) (3.20 


苇 (3.27) 也 是 满足 预 解 方程 (2.97 和 (2.10) 的 。 方 法 与 前 面 
是 一 样 的 。 读 者 可 以 自己 练习 . 


ELIT: SPIN AYE A Je EEK (s, 1) 的 正 
则 值 ， 或 是 特征 值 ， 二 者 必 忆 其 一 且 只 居 其 一 。 当 4 是 核 
K<s, Oi TEER, WW A ee HE Ks, OH 的 正则 值 ， 
EIA. 


§3.5 Fredholm 4 A A 


圭 面 的 方法 对 十 任意 连续 核 积分 方程 是 无 法 站 接 
的 ， 我 们 从 另 一 角度 米 计 论 连 续 核 的 正则 值 和 预 解 核 . 
我 们 用 的 是 Fredholm 用 过 的 方法 . 
ER Aca, 的 分 成 和 个 小 区 间 
a == Ca, = bo 
每 个 小 区 间 的 长 度 为 


6 ba 
n 


念 y(X,) =Y is FO) = fis KO, Ki) = K;ij 7,7 =1,2; or" 
nm, 14S = x; HH, 积分 方程 (3.2) 变 为 

y= fir al Kia Dy(bdt | | (3,28) 
用 Ricmarn 和 代替 (3,28) 中 的 积分 ， 得， 


= fit AD Kurd, © (Ci 12,00) (3.29) 
j=l 
线性 代数 方程 组 (3.29) 的 系数 行列 式 为 
11-49,Ky, -ÅK 2 e -40,K;n 
| 有 - Aa, Kar» -10,Kz, 


d.(A)= 


IÓ. K at 一 4G， K a2. eee 1-Ab,K an 
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展 成 4 ERR EA 


OS J Kri +2 


NT 
n EERS K zs | 4" 
x 2, 04 en 
Pi Fal Kopp, Kon, | 
wo K »,0, K Pa! 
an Ko, aa Koa a Pop n ' 
x 2. öl i N €3.30) 
ar Po asa Pal mee eCTeTTerrer ery Srrt Teri ELLE tt | 


Koy», Kay, Mer Ko ao | 


a : 
ERARIO AMO: DS Koo, 就 是 积分 | KC, 
P=! x 
tdt fyRiemannfl, =n — off, CATENA, 同样 ， 
PP; Kr fa ! Kh, 11) K(i, ta) ; 
na. | 
Kts, ty) K (tz, t2), 


ft 


2 On 
Py Part 
x dt,.dt,fJRiemanndl; FEA AIZRHE. 
我 们 引用 下 面 的 记号 | 
ESTER K (sist) ee Kits tft.) 
-Sir $2, "Sn IK Cs, #1) K CS2, f2) ras K (sa, $) 
ta et y | 


PaPı Ko, 


pico dia Kisat) 
aa 级 数 (3.30) 就 成 为 u 


díd)=1 + Sard, | (3.31> 


wi 
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k ore b s.a 
其 中 d,= | Í | Kee ta Vatdtndt, 
n] eS a fi, try E 


再 来 看 线性 代数 方程 组 (3.29) 的 解 。 当 dA oi, 
有 


其 中 ai 是 方程 组 (3。29) 的 系数 矩阵 的 附加 和 矩阵 中 的 元 崇 . 
ARRIE nokt, Fd, (2) .而 对 aij( i j)， 
我 们 可 以 类 似 对 级 数 (3。31) 的 讨论 ， 得 


| i o Kor Bae 1 
BEA. A Ki;~h ô l | 
ur \ ( =, VER 
| i 
l n La id | 
rA Ss Ka, Ke», Ko ~- 
ES a 
|K», Ks», Koi», 
+ nr 
K; Ki, Kix 
u | K, . K, > u: K,» Py | 
x Bar oe ee : \ (3.32) 
P, Pa. sse Pann ona rro cas cue cen tet cee ano nenne $ : 
Ko Kyo, de Ko,» 


FE, noo, BC 32 PE OUR 
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Dy ‚6, (= Ko, -2 K( : A jar 
1 


LS [x( de i )dtidts—~ 

+6 Dei anc fix Gon te ) 

dijdtg--dt,. | 434337 
线性 代数 方程 组 (3.29) 的 解 ， 当 # 二 oo 时 ， 就 应 该 是 


| v= fee) + af! Oats 2. fae 


但 是 ， 上 面 的 论述 是 不 严格 的 。 我 们 先 应 该 十 明 级 数 
(3.31) 和 (3.33) 在 复 平 面 上 对 4 是 政 敏 的 。 

设 | 天 (sb1<M， 应 用 Hadamard 不 等 式 * 及 多 重 积分 
的 估 值 ， 得 


级 数 > cj 对 于 复 平面 上 所 有 4 都 收敛 . 故 级 数 (3.31) 对 于 


nmi 


* Hadamard % 4 R X [de testi > les ¡Bs 其 中 和 矩阵- 


A= Ca) den BA A 
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复 平面 上 所 有 4 都 是 收 化 的， 并 且 d(4) 是 4 的 整 函数 . 
同样 地 ， 级 数 (3.33) 的 通 项 系数 的 绝对 值 不 超过 正 数 


1 ; - o atl 
=== - 2 
Cen + 1Y 


| is. MC6 =a + 
又 由 于 一 Ce AL 1 re 2 >0(n-00) 
所 以 ， 级 数 (3。33) 对 于 复 平面 上 所 有 4 都 是 收敛 的 , JB D, 
<《s,f) 也 是 4 的 整 函数 。 

ee Bed (MORIK (s, OK Fredholm 行列 式 .函数 D;(s; 
+) 称 为 第 一 阶 Fredholm FR, 级 数 (3.31) 第 一 项 为 1 kk 
d(4) 不 恒 为 零 ! 又 由 于 它 是 整 函 数 , 故 d(4) 的 零点 组 成 一 个 
有 限 的 或 可 数 的 集合 。 后 面 将 看 到 这 些 FAR fer 正 是 核 
Kt(s,1) 的 特征 值 。 | 

紧 接 着 证 明 使 d(2)<* 0 的 4 就 是 核 Ks, 的 正则 值 
其 相应 的 预 解 核 就 是 

D,cs,t) 


Ks, tA) = d(h) - 


注意 ， 这 里 的 d(4) 不 是 前 节 的 a(4)、 
为 此 ， 我 们 来 看 级 数 (3,33) 中 的 通 项 


De Sm) 


dt 


将 行列 式 K O 按 第 一 列 展开 ， 有 


KC s frj tay ore, Én a = K(s, pK (tries oe >) 
t, fh, ta, ns fi ‚ta, eee, Ín 
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+ 


E Sy Éis see, icis firs s Em 
ESIR G; DK( ) 
i=l Pis ta, eee, tis bigip bs 
ERINNERN HR, BEE, ta, ee DE 
ty tig tists s Aa PH i ADEC - LKR 
到 第 -一 列 ， 即 得 


i stp ) - Kis, pata vee, Fy 
t,ti, to, sady E AS 


pa So Éis E2, sn 
-之 K (u, DK( ) 


u, Fr, ta, ..., k= 


: ý eue 
PILI, D,Cs, E a | (We KG, px (to ta, Me ) 
n} ay a a t, le aaa t, 


_ didteedt, DS | Kon 
j= oe a 


oK Ss fis ta, ery Fait ) dhidhi dt, du- 
Fat 


u, Fag Tay or 
= Kis, dd, + 0 fixe, +) 
(s, y sr aa (a, 


awe (> fis fas aee fai ) didtiedt, du 


ty tr, tay ery ta | 

=d,K(s,1) i title du (3.34) 

将 (3.34) 等 号 两 端 冬 以 1"， 对 4 KA EMEK (s, 10, BA 

Dts, 1 = dDKG, 1 Hal Dis, WK (u, du (3.35) 

ABD Cs, DAI HT RT, 类 似 地 可 以 证 得 OG, 
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人 ) 还 满足 下 式 
Dils, D = dK, +4] Din, DKs, uddu (3.36) 


BHU, int ro, WIR Cs, tA) E 满足 预 解 方程 


(2.9 和 (2。10) 
也 有 另 一 种 方法 来 求 预 解 核 的 行列 式 表示 ， FA Ti OF BE 
EMB), WIR RUA A) BAD, DIRA. 
Pett Fe SEE A PREAH. H. 


D,Cs, n E FE- [iR (© bis bz, ore, oe 
alles f, A fz 
a «dt, 


令 t = ss， 并 对 积分 得 


fo, (a, s)ds = L cae, ES ee a ) 


ae ys edt ds 
= ln + das (3.37) 
利用 (3。34) 和 (3。37)， 从 do= 1, Dots,t1)=K(s,10) 开始 ， 
BAUR ds Dils,t), dz, Dols, ti 这 样 可 以 避免 计算 
d ,了 D,(s, 四 了 时， 表达 式 中 相当 麻烦 的 行列 式 计 算 。 但 是 除 绝 
对 和 值 充分 小 的 4 外， 一 般 情况 下 ， 收 敛 是 相当 慢 的 ， 不 适 于 
做 数值 计算 。 
最 后 ， 我 们 来 证 明 d(4) 的 等 点 4o ME Ks, t) 的 特征 
值 。 这 里 要 用 到 的 复 变 疼 数 知识 可 以 查阅 参 游 文献 C 8 ]。 
先 证 明 一 个 要 用 到 的 公式 ,在 (3.33) 式 中 ， 令 1 = s, 
并 且 在 两 端 对 5 积分， 得 


[ Dacs, s)ds =f K(s,s)ds + Sarf'p, A sds 


n=l 
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=-d, + (-1) > (ft + 1)A"d nas 


n=] 


=- nA" d, =-d' (A) (3.38) 
n=] 
BURZACO RED, Ui 

d(A) = CA AP LA) 
Hepa 400. MARA, DAY 1 级 零点 ， 
EN Di(s,t)=(A- A )'D;°s, t) | 
HAD Ls, OLR A-AINERRERRADRE BEKA- 
.40)" 项 的 系数 对 于 某 些 ,+ 值 不 等 于 零 . 这 时 ， 导 数 d'A) 
LAA = AAE ACK - 1 ARE A 
+H (3.4.38) 79 


d’ (a) = -["Diks,s)ds=-(A~ A)! pics, mas 


AAA k = LAE AA A 02 AB A (AA)! , 
另外 ， Dis, 对 s 的 积分 还 可 能 出 现 (4 一 4o) NEBH 
FAT. Ab, AH ISRk-1. KM, MRA 
ARE RMD Us, DAS, MERA ENE RdA) 
WP iE Ee oe, 
FAA MBR O A, BACA RO, ri 

d(A) = (A Aod Cr +A A Cag tee 

Dics,t) = (AAN eis, t) + CALA era Cs, Dr 
Heperi, Bees, t) HBSS. ER: AOL, ER 
锯 个 展开 式 代 入 (3.36) 中 ， 使 两 边 (4 A) 项 的 系数 相等 ， 
得 
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eils, =e | Ks,meiu, Ddu (3.39) 


由 于 ci(s, OPES, EXILE, WE ci(s, to) PEA] s 
BY BEI HEAT EFE. LOYO) = 01s, tod, HIN: 
SCs BARK (s, t, DAIRY BZA AF EEA AIREA Bi. 


$3.6 Pi 


先 看 两 个 退化 核 积分 方程 。 
Mi MEDIR 
ee afc E 


P(S) = SINS » 


AB. f(s) = 45 pits) = 15 of) = 41, 
o2.(t)=sint, 因此 


: m? E 

| tdt == , | sint-tdt=a 
| 0002 pen u ee 

x . 
Qi, = | dt=n N 他 12 = | sint-dt=2 

l 0 0 

G2, = | sinfdt= 2, azz = | nid. 

0 . a 2 


a ` 0 
| _ 3 TL \ z. 
dd a ga a (5 a 


如 果 d(4) 夺 0， 则 由 线性 代数 方程 组 
A o 
ja Amy = Bava =5 


|7247: +(1 -A )y =n 
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i _  2at(at—-8)r4 a GOT be we ke, 
解 得 > 902 — 304 + (x? — BART’ Ya 2-374+(r?-8)7? 


所 以 ， 积 分 方程 的 解 为 


2a? = Cr? —8jzA 
INN EAS 


| n 
i ae 2Qasings 


2-324+(at=8)42 . 


= 5 H4l273*— (1? 8)4 +4sins) 


202-314? BJT 
例 2 解 积分 方程 
ZOETER KEET 
E, f(s) =s%, p(s)= 1, ot) = 1, p(s) =s, 


= {t 因此 ,了 | dE f = ze 
j do A o oe 


TCi 


GZ11 = f at= l, Giz = | tdt => 
全 1 a 1 
an= | 1dt =>, Gz, = ae 
E 
,1 一 及 seen 
| "2 Jadar de 
d(A) = f Pi G A +1 
A a a 


d(A) = 0 有 两 个 根 8 鞋 2v 13， 244 +8 sovint, 解 线 性 代 
数 方 程 组 


— - — yy =L 
人 1 A wy a>? 3 
| À 1 1 
as oy AM. = 
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= 24- A = _ 3 一 A 
= = 6(4* 164 +12)° ae. > 162 +12 


PIU, FAD FA 


‚(24 TA) + 603 ADS 
6(A? — 164 + 12) 


再 看 几 个 应 用 Fredholm 行 列 式 的 例子 ，。 
Ma 解 积分 方程 


yis) = PCs) +4) sins-yinat 


这 里 核 K(s,t) = sins 只 是 s 的 函数 。 我 们 来 求 da) 和 
Dis, $), 


yis) =s? 十 


K (u, n) 一 K (4, tbe) =K (i, ts) = sin e, 
E(t, t, ) = K (Hz, uz) = K (42, us) = sin Hr 
K (ug, 4,)= K (tig, 42) = K (Ha, ug) = SiO Uy 


于 是 二 阶 以 上 的 行列 式 都 为 零 ， 故 
d(1)=1=4)|sinudu=1=24 
DiGs, t) =sin s 

所 以 ， 当 4 三 二 时 ， 积 分 方程 的 解 为 


a * sins | 
Mrs AS fat 


Wi 解 积分 方程 
yis) = f(s) +Af cs -Hy dt 
XPK(s,t= $ 一 t. 因此 
K(u,,u)= 0 
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a 


LA Cus, th) Ki(u;,%2); 0 u, 一 
k 


y a | 
: | = (4,84)? 
Ku) Kiwi) UU, 0 | one 


Km, K(u,mn) Ku, us) | | 0 Uj. 4-83 
K Cuz, u) K (us, ts) K (ta, tiz) |=] 42-4, 0 423 
K (ug, 11) K (tha, 42) K (uz, ts) 


u 


Ug, Us, -Q | 
三 阶 以 上 的 行列 式 都 为 零 ， 故 | 

= 4 i a ` zz A? 

da s14% | | cu duda 1 E 


Di(s,t) = (s 1) -af K(> du, 


ae AAE Bae A 
=(s—-t)—Ast 5 ta 


FE, 44S 3 时 ， 积 分 方程 的 解 为 


(s-H-ist- AGD 44 
I 
vis) = f(s) +af ee ee 
s 1 
a 


= f(s) +A), 12(s-H- ee ASADA eye 


有 时 候 ， 采 用 雍 推 公式 来 求 4(4) 和 Di(s, 录 是 很 方 恒 的 。 
例 5 解 积分 方程 


visy=sects +4 yc)at 
这 里 d= 1, Dols, t= 1 
d= -| ds=-1 , D(Cs, 1)=d1':1 + (ds = 0 
6 
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di = da= += 0 b Dis, t= Dals, t} = 0 


PRU, d()= 1-4, Dis, H= 1., FE, 4441k 
积分 方程 的 解 为 
1 


1 
Y(s) = sects + | sectidit=sects +—" ig 
一 0 . i 


Ä 
例 6 解 积 分 方程 
y(s)=tgs-sec s-i ya 
D A 


这 里 dy = l, Dels, 1 )= 1 
ie -| Dds = 1, Dics, D=1+| (Dds = 0 
r 0 


di=d3=+..= 0, | Dis, t) = Dis, t) = =0 


PIL, da= 1 +4, Dils,t)=-1, FE, A-1, 
积分 方程 的 解 为 


Á |. l 
{s} = tr 5.52 — | tg fesecidt 
yks) = tg s+sscs Tri sag 


= tg s.secs 一 


A for 
Ey hoki 1) 


最 后 ， 我 们 来 看 一 个 没有 特征 值 的 退化 核 的 例子 。 
例 7 BER (s, 1) = sins. singe ( SS ) ， 这 是 一 
ON fa 
个 退化 核 (n = 1 )， 于 是 共有 
全 = f sin 1 sin2tdi = 0 
这 时 ， 齐 次 线性 代数 方程 组 为 “ 
Y= 0 
因此 ， 对 于 任何 4 ， 齐 次 方程 只 有 零 解 , 故 没 有 特征 值 存 在 。 
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$3.7 ATL RANE 


AS RC 四 节 的 内 容 可 以 毫 不 困难 地 推广 到 L?- 核 的 情况 
这 时 ， 解 的 范围 也 要 放宽 到 L?- 消 数 . 
AULA (8, 人 有 如 下 的 形式 


Ks, D= Sets) ot) (a<s, t<b) 


Epo, (s), G ze CE), r=], 2, +, nahi L?- wR, BL ER Ks, t} 
称 为 有 限 秩 核 。 退 化 核 就 是 有 限 穆 核 。 前 面 对 于 退化 核 的 讨 = 
TAMTEARRE. | 
然后 ,我 们 用 一 连续 核 扩 :0s ,机 米 充 分 逼近 2- 核 天 Cs，t)， 

使 得 : 对 任意 给 定 的 正 数 £, 有 

Uf Tic, Ki Dpasdt< he 
关于 这 一 点 ， 读 者 可 以 查阅 参考 文献 [7 J。 再 用 一 双 变 量 多 
MRP C, DRAEK As, 0, BR 

Kils, H) PCs, O a AY 
Pls,t) 是 有 限 秩 核 ， IX Ef, REIR I 
个 LL- 核 了 ， 


VEL KG, = PCs, p dsd 
<y | F Ks, DK a Dltdedt 
+ | e € 
AM Kus, sy — P(s, ty lsdsdt Ey t 2 = E 
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于 是 。 L-K Cs, DOTA 
K(s, th = P(s,t) +Q(s, t) 
HPP, OAR RINL?-R, OCs, 4 满足 


y If 1065, PpPasat << 
这 个 分 解 称 为 -分 解 。 

以 下 的 讨论 就 和 前 面 是 一 样 的 。 反而 得 出 Lt- BAO 
Fredholm 定 理 .但 是 ， 第 五 节 的 内 容 要 推广 到 1L:- 核 , 就 不 那 
么 容易 了 。 主 要 是 由 于 在 d。 和 D,(s,) 的 公式 中 出 现 了 | K 
(u, uydu, PLE, K (a, 不 一 定 可 测 ， 这 个 积分 也 就 不 
一 定 有 意义 。 

E B RNM 

do = 1 er 

0 Ela.) oes Kane) 


Ó, = Cis ff santa 2 oe 
ty o Ja : a 


Pores Riis a >t 
du dti, du, Cn 21) 


MAs, i) = Ks, t) 


1 Ef 


Kis, t) K(s,u,) >. Kts,u,) 
xf K (ui, E) 0 EAS K (1,44) 


K (u, 4) K(1,,4,) « g 0 
x du du, "du, Cn >t). 


EEE ,和 D ,ts,1)。 而 


(A) = > 6,4" 


和 dis, DD 4,(8, 04" 


RER (s, DEBA Fredholm 行列 式 和 修改 的 第 一 
BrFredholm 子 式 ， 或 者 称 为 Carleman-Fredholm 行列 式 和 
M-—FiCarleman-FredholmPxX,- 

如 时 6(C4) 羡 0, MWA BRK (s, DREA, RRA j 


gp. Als, t) 
#2 44854) SCA) 


如 果 6C40) = 0, MEK (s, OM Fe TEE. 


| 3 S 

Le 对 下 列 核 求 Fredholm 行 列 式 和 第 一 阶 子 式 : 
[2 

(2) K(s,t)=sirs, a=, =x 

(3) K(s,t)=st, a =0, b=10 

(4) K(s, H)=t, @=0, b=10 

(5) K(s,t)=3S, a = 4», b=i0 

(6) K(s,t) =2e%e*, a =0, b=1 

(7) KG,D=-s-t, 6=0, 19) =1 

2. 解 退 化 核 积分 方程 : 


Dt alc tsnrcndt 
(2) TOERE a +sins sint)y (tdt 


71 


(3) ys) =s +4 a +s+hvitdi 
(4) y) = +4] (s— Dydd 
D 


(5) Ys) =s +2 ls -Yy dt 
3. 解 齐 次 积分 方程 : 
=. n= ym 


(2) y = | -yas 


(3) y(s) = 于 | sinxy(pdi 
0 
` en 3 ia 
(4) ys) = |. stv(h)dt 
(5) y(s) lea (Odi 
s)= `. 
code 7 


(6) ¥(s) = Aw sy(t)dt 


(7) y(s) = -| zerery cn di 


e? 一 


4. 解 Fredholm 积 分 方程 : 
(1) ¥(s) = sects + af yar 


(2) y(s) = secs igs ¿| ya: 
(3) ¥(s) =coss + af "sin s¥(t)dt 

j \ 
(4) Yes) set eal stydi 
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(5) y) =82+ af ydi 
b 
(6) y(s)=sins ral, sv(t)dt 


(7) y) set +A] zey dt 
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第 四 章 HemiteH HR 


这 一 意 我 们 专门 讨论 一 上 业 十 分 重要 的 积分 方程 
mite oE. WRK NER 
KCs, 1) = Kt, 3) 3) (4.1) 
e MERA He rmitedk 。 面 相应 的 积分 方程 就 是 Hermite ROA 
@ RK (s, 10% Se Herm itek, EN 


Her- 


K(s,t)=K@,s) (4.2) 
RU AMR, MRK (Gs, OTE 
K(s,t)= -KG s) u 


RS. HARA, ER, Hermite K Cs, HAIER RIE 
是 Hermite 榨 。 与 前 几 章 不 同 ， 我 们 是 对 L?- 核 来 进行 讨论 
的 ， MA REL R ARA, 


$ 4.1 特征 值 的 存在 性 


前 面 我 们 讨论 过 没有 特征 值 的 护 的 例子 对 于 Hermite ` 


ER, 这 种 情况 是 永远 不 可 能 出 现 的 , 即 生 一 韭 零 Hermite 
核 至 少 有 一 个 特征 值 ， 
现在 我 们 米 证 明 这 个 问题 。 首 先 ， 我 们 只 须 证明 方 程 


SN Ets, of EC iY ydtdt=0 (4.4) 


EPA A Be TE BRT TS. ERE, Vin RE 
征 值 ， MS) ADA IL AS FTE > tty = io 就 有 
1) tho Ka, Fyo lt dt] 
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b b 
-Aaf Kos, HUA + Aol Kt y(t dt dt = 0 
f)  ,(s)=¥,(s) + dol K6, ty (pdt 是 方程 


HI — A| K(s, ahd = 0 
的 解 。 因此 ， 或 者 | 
a(S) = VCS) +h] 天 GDye(Dai=o 
或 者 
和 | Kes, 1d = 0 
HIRR., 在 前 一 种 情况 ，ye(s) 就 是 核 K, t) 的 对 应 于 
ATREA AER MAA Os, OM RIE. 
其 次 ， 我 们 和 证明 方程 (4.4) 至 少 存在 一 个 特征 值 及 特征 
au. TE en, 
ABIAJL us 
(P, Y) =| weds | 
式 中 m(s)、%(s) 是 Ca, DN LKAL- BRA 


Ky=['K6, Aydt 


Ky=KKy = | Ks, t x, f(t, dt dt 


SOD CESSES FET SES SEE TEE OOS FEC SET SES ESS apa A vee 


采用 这 里 的 记号 ，9p。(s) 平 均 收敛 于 极限 op(s) 就 可 写成 
PA PP AIR j l 

An BK (s, tf Hermite, KH 
(Ko, 9) =(9, Kp) © oa 2 (4.5) 
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事实 上 ， E 
SS Kies: proads feoj: Ka asii 


AF L*- RCs) 
(Ky, Kv) _(, KY) 
(Y, Y) (¥,¥) 
ATRAE, BMA VASES BFL- BK Gs, H, 
有 
1. IK cs, | dsdt<co 


上 式 不 仅 是 非 负 的 而 且 有 上 形 究 ， 我 们 记 为 4 这 时 ， 显然 有 
(Ky, Ky) (KY, KY) | (KY, KY) a 
(Y, Y) (Ky, Ky) (Y, y) 
由 上 和 确 界 的 性 质 ， 存 在 序列 y.*， 使 得 
lim Ev." KY, ne 
2 ae 


(4.6) 


s y + 
4 Ya, KA 

ve) en : 
(yy = 1 | (4.7) 


和 im( PRY): : ne E (4.8) 


于 是 ， 序 列 p, = BY, Key, 满足 


lim(P,, Pad ="0 (4.9) 


HN by . ; i 3 
CA ae 2u(y,, Kiy ACK? Yn, Ky.,) 
根据 (4. HMAT, fF , 

(P nsP EU 2HY n K?Y n) 
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X 104,8), MEI, FAND KIN. FATE, 
KRAILESHT. 030.0 BAR, A 
Ky 中 可 以 选 出 - APIO TIRA 
Rank :是 全 连续 算 子 ， 那 末 我 们 可 以 从 到 zy。 中 选 出 一 
修平 艾 收 化 的 子 序列 来 ， 不 妨 就 认为 是 到 和 。 这 时 ， 由 于 
HY, ~ Key ERATE, Bk, v, EKATE L*- oe 
Hvis), FE 
BV(s) = K*y(s) 
AAA 4755 EAL / u, SS BE PE A BEY (CS), 
3X HERA WE AY 2 APR iE A, Hermite 
BK Cs, +) 至 少 有 一 个 特征 值 、 
最 后 ， 我 们 来 讨论 在 什么 情况 下 “是 全 连续 算 子 。 
我 们 来 考察 
posf Kened | (4.10% 
其 中 5(s)、 COIE. TER UN 
pl +90 = [Kossh, ~ Kes, Jonas 
由 Cauchy 不 等 式 ， 得 | 
[Pes +h) -pl | 
<f [Kis +h, D-K 1) a? rent e 
直接 从 (4.10)。 又 有 
DOS IK teat pop sae 
HTP TAL CT's PIMP, m | 
| f. |P | dt <M? (4.11) 


17 


从 而 , | PCs+h) - BCs) ILM, | K (s+h)-K (Gs, t)2d# (4.12) 


vcs) <M? [1 Ks, t)|?dt (4.13) 
REEK, DE PAT RR 
(1) 存在 和 NN:， 使 得 
Pix pray | 4.14) 
(2) 对 任 给 的 正 数 。 ， 存 在 7， 当 | 下 |]<7 了 7 时， 使 得 
f IK (sth, t) - K (s, D)tdt<e (4.15) 


划 由 (4.12) 和 (4.13) 可 以 知道 ， 无 穷 函 数 集合 fy(s) } 是 等 
度 连 续 并 且 是 一 致 有 界 的 。 根 据 Arzela 定 理 ， 可 以 从 无 穷 函 
MEA (OCs) } 中 选 出 一 致 收敛 的 子 序 列 来 ， 这 个 子 序列 又 
EFT. Al, KRESS 

显然 ， 44% K (s, 1) ERIM, 条 件 (4.14) 04.15) 
ART BAY. HP, oC AL -AR KG, NEL- 
bt, AMR S Sie ey sah .读者 可 以 查看 泛 函 
分 析 教 材 。 

”实际 上 ， 积 分 | 

ES | 


是 天 为 全 连续 算 于 的 充分 条 件 ， 
Ah, BARK, K … 也 都 是 全 连续 算 子 ， 


$4.2 E ERA 


这 一 节 ， 我 们 来 建立 具有 Herm ite 核 的 积分 方程 的 一 些 
RAER. 
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[3 


G) EA BUE AMARO. HILL WERK (s, ty 
PETE, ADEMAS, FA 
Al | Ks, y(t dt y(s)ds = [3093 978)ds 40 
gy af. f Kcs, DIA ds $ ESE, XK Cs, t)§ Hermite 
> ie 
F Ke, Hv(hdt y(sdds 
= Fr ES t,s)y(s)dsdt 
z IM Kt, s)¥(s)dsy(@dt 
ay d 
ra AA eee 
=Í | K(t,s ys ds vb dt 


st, | Kes DI dd MES, 所 以 1 是 实数 。 
C2) 对 应 于 不 同等 征 值 的 硅 征 函 数 是 正 交 的 。， 事 实 上 ， 
EZ As A: 是 不 同 的 特征 值 ， 对 应 的 特征 函数 分 别 是 Y 
vís). FER 
Lys) -| Kes, yt)at 
A: a 


E 
ka f" K(s, ty tydt 


”将 前 一 式 乘 以 下 ) 后 对 s Bay, JARA 


后 对 。 积 分 ， ae ZEIG: LEKH. 4 


人 a sits) yds 


al: Kis, Dy (Dyits)dtds 
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bpb | ae | 
- yore, sdsdt=0 
HFA 4 M | 
ansias =0 
我 们 知道 ， 在 4 的 任何 有 限 变 动 区 间 上 上 ， 只 可 能 找到 有 
和 限 个 特征 值 . 于 是 我 们 可 以 将 所 有 特征 值 按照 绝对 值 不 减少 
的 次 序 排列 Ä 
A << lA <= 
FE {ay TEI FER ERNA T 它 的 重 数 ， 和 如果 特征 值 
”的 个 数 是 无 限 的 ， 则 当 ?# 一 ww 时 ，|4,1 一 这 样 ， 一 切 特 
征 贡 数 也 可 排列 成 序列 
| Pils), Pus), + | (4.16) 
显然 ， 它 是 正 交 系 ， 当 然 也 可 以 使 : 它 规 格 化 。 Aa. 16) 称 为 
EKCs, en 
(3) 对 于 特征 函数 ， 我 们 有 


Eon -| EDP Gds (4.17) 


从 而 , VOC A RAR K Cs, DAT BU IESE ABA CA 16) 
的 Eourier 系 数 。，Bessel 不 等 式 为 | 


> mn‘ IK (s, t) ids 
对 了 积分 ， 得 

> 

h=] Ai 


如 果 特 征 值 有 无 限 个 ， 则 
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1 <| f Ks, ee 


oo 


$ 4.3 关于 特征 函数 系 的 展开 


特征 函数 构成 的 规格 正 交 系 (4,16) 可 能 是 不 完备 的 。 但 
ENEL!-BK(s, 让 的 Fourier 级 数 


ee E 


oo eee (4.18) 
1 à 
EK: a<s<b, asish AFINA, 而 不 论 特征 
AS 它 的 和 就 等 于 核 。 即 
Kts,+)= PDA | (4.19) 
OR Ak i | 


考虑 到 玉 * 内 的 志 :- 函 数 


ols, t)=K(s,t) - > Paks? a 


显然 ， 它 关 于 特征 函数 系 (4.16) 的 Fourier 系 数 为 

Pos Deind=0  (k=1,2,=) (4.20) 

我 们 来 证 明 ols, t) EK ESTE, 如 果 它 在 下。 内 不 

天 等于零， 那 末 以 它 为 核 的 积分 方程 

$s)=4| als, ti)p tdat 
是 Hermite 积 分 方程 。 它 至 少 有 一 个 特征 值 ， 对 应 的 特征 函 
数 是 ols)。 
即 | 

Pals) = do | es, DpoCtydt | (4.21) 
EA LO PARLA MERA A 

&1 


b fb ere 
ie | | ols, Oe ,CDe.(sdsd§t=0 (k=1,2,"*) 
注意 到 (4.21)， 可 得 
b A 
| Pal Pals ds = (R=1,2,*) (4,22) 


Bl os ) 与 特征 函数 系 (4.16) 中 的 每 一 个 国 数 都 正安 。(4.217》 
May He 


Pals) = al (KG, t) 一 > PALEPALE) (ta 
a Ea] Ak 
由 于 级 数 (4.18) 的 平均 收敛 性 和 (4.22)， 得 


Pales) = de $, K(s, DP di 


SAL Bis Pos MEA RK Es, t) 的 对 应 干 h 的 特征 孙 数 . 
因此 ， 它 应 该 是 特征 鲍 数 系 (4,.16) 中 对 应 于 46 的 奢 些 特征 嘱 
数 有 的 线性 组 合 。 但 这 是 不 可 能 的 。 ARS AN lon (8) ab 
ER, MEXBRARA MIC, 

Hit, os DEK WERTE. 

on Kis, t) | RA ARA AH Mu NR s 全 有 


K(s,t) = EOS 


R=1 


ES 是 待 征 函 数 系 〈4.16) 中 特征 函数 的 个 数 。 这 说 明 楼 
K(s, 了 是 有 限 秩 的 . 反 过 来 ， 有 限 秩 核 的 特征 值 只 有 有 限 个 。 
Klik, tf Hermite &, 特征 值 个 数 有 限 的 充分 必要 条 件 是 
BAJARE. 作为 特例 ， RIAK (s,t) 是 连续 核 ， 只 : 
把 二 面 的 级 数 (4.18? 的 平均 收 敏 性 改 成 一 致 收 仇 狂 就 行 了 。 
BIRAR- RAR, 它 关 于 特征 函数 系 (4.16) 的 Eourier 


级 数 在 Ka, 和 上 是 几乎 一 致 绝对 收效 的 , 这 类 函数 就 是 可 用 核 
来 表示 的 函数 。 如 果 存 在 Ca, BI MOLA, NEAR 


F(s)= fx, HAC dt (4.23) 


Fe L?- pA BY, F(s) 就 叫做 可 用 核 来 表示 的 函数 。 

对 于 这 类 L?- 函数 有 如 下 重要 的 Hilbert- Schmidt 定理 : 

用 核 来 表示 的 函数 能 展开 成 关于 特征 函数 系 〈4.16) 的 
Fourier 级 数 ， 这 个 级 数 是 几乎 一致 绝对 收 仅 的 。 

这 里 ， 我 们 只 证 明 这 个 级 数 是 几乎 一 致 绝对 收 伍 的 。 E 
EIA SE FRM (Cs), Bee FASE, 

Mh WEL- Beh Ct AY Fourier AB 

b= | DPADAE O (1,200 

L*- HR ts WFourier RRA 


F, IO -| Ke, DAD GC dids | 
al (f Kc, OP ds Jaat sic 


因此 ， Fs nd T a (4.24) 


FE, L2- ASF OF courier Bh 


> - hs —-9,(5) (4.25) 
wm Åk i 


由 Cauchy 不 等 式 ， 得 到 


<’ I lhl? ‘7 > | as 


| Aa 
> A PrUs) 


Anml: 


H Bess: Ra, FT 


3 a IS 


kei! 


5 [hr icf’ [AC (èdi = M 


k=l 


F RAU DEJEAN. 


$4.4 Hilbert-Schmidt Æ #2) WE A 


这 一 节 证 明 Hilbert-Schmidt 定理 。 得 我 们 证 明 的 是 更 
广泛 意义 上 的 。 这 里 引用 4.1 引 入 的 记号 和 术语 。 

Hilsert-Schmidt 定 理 ”对 全 连续 的 机 ermite 核 玉 (s,f)。 
用 核 来 表示 的 函数 


Fis) =Kh= | Ke， DADA? 


均 可 展开 成 特征 函数 系 (4.16) 的 Fourier 级 数 ， 收 敛 性 是 按 
平均 收敛 意义 下 的 。 
8 4.1 知道 ， 对 全 连续 的 Hermite 核 瓦 (s， DM, KR 
(Ky, Ky) 
(9, y) 
出 发 ， 可 以 得 到 一 个 特征 值 
lAs | = 二 
YH, 
对 应 的 特征 函数 为 91(s)。 现 在 我 们 只 考虑 L- PA 
(y,P1) = 0, 即 与 p:(3) 正 交 的 那些 孝 数 yY(s)。 SUN LAF 
(Ky, Ky) 
(Y, y) 


py = sup 


Ha = sup 
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EHER nn. ROPERO FEN 


Jas] = —: 
Y Ur 
Ad LAY PE A P26), 接着 我 们 来 考虑 那些 与 9 :(3) 和 
Ppa OPEL -AR E 
(Y, P1) = Y, Pi) =9 
RAR. XHA EMI us 
Kto Hi 
得 到 的 特征 值 是 
lås} = 
V lg 
特征 图 数 是 pa(s) | | 
如 果 照 上 面 的 作法 进行 不 下 去 了 ， 这 时 ， H F NES 
PJ Pa), on(s) 都 正 交 的 函数 (3)， 上 确 界 


(Ky, Ky) . 
sup Or, y) 0 
也 就 是 Ky= 0. 
我 们 来 看 L*- 银 数 
yah - > haf nr 
R=1 
这 个 函数 显然 是 与 P91(5)， Pals), tts Pts) MEX. 办 此 


Ky=Kh- > hiKQ0,=0 
h=1 


a Kh= X AK Ps 
. k=1 
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注意 到 人 六， > 于 是 


不 难 验证 ， .事实 上 ， 
(KA, pa) = | | KC, DACA dids 


= ese Pr Ce) dsdi 


_ y hs : 
f Ak me An 


问题 己 经 解决 。 

如 果 - 上 面 的 作法 可 以 无 限制 地 进行 下 去。 我们 先 证 BE 
Kt, MDA, uaa (o>) HFK BAER, WE 
征 函 数 ”， (s) 是 规格 化 的 . 

Bn 


PP.) -| PIP (ds = 1 
Aub, Ko. FEIN TFA, AGA Ke, rn, 


m > œ Fit, | 
KPan- Kom Ep, -KPn)>0 
AMA) ER PAE, Ak 
(KP Km, KP,-KQm) 


= fs u Io, el. ) 
SuSE mE, 
1 ` A a 
ns n At Pm) = UE.+ Em A 


36 


ERRATA. MA) H. 
BE Tr IB KA MA 


y= h Sh 


和 一 1 


(Ky, BY) — , 4 
H (9, y) Host > 得 


(Ky, KYS Hna (Ys y) 
容易 验证 


O, A -E tura) = (hh) > laal? 
Á=1 h" 是 一 上 


<ih, h) 
Aik, (KY, KIS Hun Ch, h) 
Keh- S hpa), K- D hp) — 0 
i k=1 k=] : 
也 就 是 说 
h=] ee 
平均 收敛 于 零 ， 亦 即 
a hs 
h= R 
K > po 


A=1 
A e ETRE BHR (4 10) AIF wre 


从 这 里 还 可 以 证 明 $ 4.2 PGF ERE, 留 给 


RT 


RS, BONA UE EMPEORA: FRR RA 
数 就 是 几 平一 致 绝对 收 化 的 Fourier 级 数 (4,25) 的 和 。 

事实 上 ， 由 于 Fourier 级 数 (4.25) 几乎 一 致 绝对 收敛 ， 
设 它 的 和 为 g(s)。 玫 平 -- 致 绝对 收 企 又 推出 来 均 收 敏 ， I 
Bes REG DESAT PCs), BUA RTT UE Y Fis» 
= Kha RRA Fourier, pa FEAR ERAS 
唯一 性 ， FUCSIA PCS IAE BN, PE LP E APM 
g Fourier Zt. 0 


645k Rw RO 


这 一 于 我 们 把 选 核 作 为 可 用 核 来 表示 的 咀 数 ， aS TE 
数 系 作 Fourier 级 数 展开 ， 
从 公式 
Kx(s,t) = | Kos, KG, Ddi, 


ADAH, PKs, OFF s HAR, HEARR, KG, i> 
BT EGORHEM, Kls, D Hiin AK 0 ERIN 
£. Hilbert- Schmidt 定理 ， 


Kals, D= E POPA) (4.26) 
R=1 Ak 
在 整个 Ko: aK Sb, 二 + 之 5 内 都 是 成 立 的 ， 75 BY 


Pe REN, 
N.C4.24) REA, Os, DEAWS 的 函数 , 它 的 Fonricr 系 
RZEK „Ct, 了 的 Fourier 系 数 除 以 A4, IB Ky Ch, D> 
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Wien 的 函数 ， 依 次 类 推 .而 K (ss) 的 Fourier 系数 和 
天 st 的 Fouricr 系 数 为 


Ap A: 
— Hib, K,Cs, (AS Fourier RBH 
Pe) | 
An 


Hy Hi Ibert- Schmidta, 有 


=1 


K (8, t)= Y ps) Pad (122,3, +") (4.27) 
CEK ER. o 

我 们 来 考察 这 些 级 数 的 收敛 情况 。 由 Hilbert-Schmidt 定 
a, 1 t% Ca, b) 中 的 一 固定 值 时 这些 级 数 关 于 s 是 几 平 
一 致 绝对 收敛 的 。 文 由 核 的 Hermite HE, BES, KF t th 
dE NP BEE AUS, PAMA: 这 些 级 数 在 人 ,内 对 于 
两 个 变量 是 几 平 一 致 绝对 收敛 的 。 此 证 明 留 给 读者 去 作 练 
>, 

在 公式 (4.27) 中 ， 设 +=。 并 对 :积分 就 得 由 迁 核 的 积 
MA 

f K .(s,s)ds = y 1 I (4.28) 


hoi an 
公式 (4.28) 的 左 端 叫做 选 核 的 迹 ， 当 ”= 2 时 ， 就 是 
> iz -F Ks, 1) ldsat (4.29) 
以 前 我 们 只 证 明了 不 等 式 ( AD. 注意; 公式 (4.28) 对 于 
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n= 1 可 能 是 不 成 立 的 . 


§4.6 HE FR RSE 


现在 讨论 非 齐 次 方程 
yG)= Hs +A) KG, Dy Cds (4,30) 
首先 ， 假 设 4 不 是 特征 值 ， 这 时 方程 (4.302 有 唯一 解 ， 
我 们 用 特征 函数 来 表示 它 . 
令 go A| K, Dydi 
方程 (4.30) 可 写成 
vts) = f(s) + g(s) (4.31) 
3e@Hilbert-Schmidt x, g(s) TRARTEKAs, ONG 
TERN NLP EE 
g(s)= S gnats) i 764.32) 
ha bi Bee, x 
但 是 , 其 中 Fourier 系 数 g 无 法 用 (4。24) 来 求 得 ， 因 为 公式 中 
AFSTERRMA ICH .我 们 用 f(t) + ot) 来 代替 y (1)， 
得 
gE =A) K Cs, HLF) + and (4.33) 
Ves PE. nis Be f(s A Fourier, f(t) + g(t) Fourier 
FRRE +g). WARU.) A | 


gn Harn (k=1,2,-) (4.34) 


Mim, ME 
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HR 一 外 
由 公式 (4.31)， 得 到 方程 (4.30) 的 解 为 


n= ATs (k= 1, 此 > ose) (4.35% 


yd = CEED Zur (4.36) 
现在 设 Ace p BEAL, EN 
A =À= a= S= Àp 
HARK Cs, y) Hermite, HRU. SDSHIHTR 
EHAN. TROL SO TRITURO s), 
Pals), +, PASIABIESS) HE 0ourierRBf, = J:= = f=0。 
程 前 面 一样 地 讨论 ， 公 式 (4.34) 和 和 (4.35) 确 定 got 以 后 的 一 
Hg. Mk=1,2, > pitt, AR (4.34) 成 为 恒等式 。 我 们 
Hier ls), Pals), +, G(s) 的 任意 线性 组 合 深 加 到 方程 
《4.30) 的 解 上 .这 一 点 与 我 们 以 前 看 到 的 是 一 致 的 。 这 时 ， 
方程 (4。30) 的 解 为 | 
me fapt + OPI(s) + Caps) 


A=2+1 “4h 

+ ow +C ppls) (4.37) 
HC, Cay 0, E 

下 面 我 们 上 青 求 讨论 方程 (4.30) 的 预 解 核 。 前 面 我 们 得 到 
TRB BAK, HEMRA (2.6), mie ERE (2.18), 
Fae SAL <lAisl, FE 

Rs, A= Ks, +4 SD Po 
A=I A 


+1? SH Biss (4.38) 
Ami 
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将 (4.38) 的 每 一 项 取 绝 对 值 ， 再 合并 19a(s)gxr(t) UA, 
得 到 | 


Kc, DI +a Ao > A 
~ Al” 
+ 1P:(s) Palt) 之 er + 
3 ts) OTH. lAl 
= i . A 1 ME 
' |KCs, EISEN ES 


2 2 1 | IAT o PR 
+ Er (s) Pa Wap * 


=|K(s,t)| + 5 EAOWETTDN lan AD 
而 级 数 | 

ERAN 

> lAn|? 
是 几乎 一 致 收 全 的 。 将 这 两 个 级 数 的 通 项 进行 比较 ， 共 比值 
mM | 

— Alla >, 

las[Cfasl]4 1) Ban 
不 依赖 变量 SAM. HERAN. TER 
TAA FEP OP OM, FF BURAK TF DE PA BA PIF SK 
(SPA 
ArAn A) 

注意 ， 这 里 我 们 是 在 条 件 (2.18) 下 得 出 这 个 展开 式 的 。 

实际 上 ， 只 要 满足 
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Ris, tsA) = Ks, pa Do (4.39) 


A A (R=1,2, --*) 
”这 个 展开 式 都 是 成 立 的 ， 


$ 4.7 可 Hermite 化 的 方程 


在 应 用 中 经 常会 过 到 一 些 可 以 经 简单 变换 化 为 Hermite 
核 的 积分 方程 。 
(1) 斜 对称 方程 ARK (s, DERRE, M 
K(s,0=-KG,5) 
那 末 核 iK (s, DBA Hermitefk, EXE, 
iK(s,t) = —ikK(t,s)=iK(s,t) 
于 是 ， 具 有 作对 称 核 的 积分 方程 
yes) = f(s) +A] Rs, Dy dt 
HARE 1 就 得 到 Hermite 积 分 方程 
y(s) = f(s) + AV Ks, yt) dt 


有 从 而 可 以 知道 ， 斜 对 称 核 积分 方程 一 定 有 特征 值 且 所 有 特征 


ARA HER 
(2) 可 Hermite 化 的 积分 方程 这 种 方程 的 形式 为 
y(s) = f(s) raf Ke, HPA (4.40) 


HK (s, t) Hermite, PODRAS L*- 函 数 且 除开 一 个 测 
BASNRARAPCO>0, 我 们 在 方程 (4.409 Pi on R 以 
VPG) Hats MEBEIO Y PORABA | 


x(s) = Ks)WP(s) taf KG, t) PI Px) dt (4.41) 
AT RINK K (3,1) PC) Pc) 是 Hermite 核 。 我 们 可 
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“以 对 方程 (4, 妃 ) 应 用 前 面 的 理论 , 得 到 特征 值 14 和 特征 函数 
xs), AH 


xls) = parts) W PCs) 
就 可 以 求 得 Pa(s)。 由 于 
STO AA 
sn een 1 
RA | 

[rec prds = § j i : T 

1 i=j - 
ESCHER POR BR CO MARCEL CS ?的 规格 化 正 交 系 。 
也 可 以 用 变量 代 换 


s’ -| P(u)du , Y ={' P(u)du 


把 (4.40) 化 成 Hermite 核 积分 方程 .事实 上， Sfi (s/) = f(s), 
wis'=y(s), K Cs, #)=K(s,)), Mas) 


y) = fils’) + Af Ks! ty di? (4.42) 


其 中 1= | Pedu 


$4.8 tA 
解 积分 方程 
185% -9s- 4 =y(3) ~ Af (s+ yin 


RK (s, 1 显然 是 Hermite 核 。 齐 次 方程 
y(s) =4 G+ yde (4.43) 
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ATRAS 
v(s)=C¡s+C12 
其 中 C1, C2: 为 未 知 常 数 。 代 入 (4.43)， 得 


Cis + Ca = 45 ( C+C) +a( St +S) 


FR C= 4G, Cu = 4Cr p ACs 
WEC., RA 
A+ 124-12= 0 
Bik, BK, NNER 
A, =4W 3 — Gs hı=-4V 3-6 


和 于 是 对 应 的 特征 函数 为 | 
P, (o) 14 ME are 
2+w3 | v2-y3 
BILL f= ficaast— 95-4) (1143 ds = 6+ 73) 
o V2+ /3 22 +3 
fs = -5+v 3 E 
yq sl rene 
2 12-43 


AHAA, A, AFTER 
A {+ +A + 2s 一 Žas} 


y(s) =18s* 一 9s 一 站 一 


当 14 =4w 3 - 6 时 ， 原 方程 的 解 为 
y(s) =18ss-gs-4 ¿CEN 3101-1039) 
2A + 44/3 +6)(2- 93) 
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Rs 


MOS 


le 


(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 


(7) 
Ze 


1) 


(2) 


40, 1 fw 35 
12 +43 


3 是 
3K PA] Hermite 核 的 Fredholm 行列 式 和 第 一 阶 子 


Kis,Dd=st, @=0, b=1 
K(s,P)=sinssint, a =0, b =2x 
K(s,t)=etet, a= 0, bein 
K(s,t=s+t, a=0 b=1 
K(s, H=8*+fP, a@=0, b=] 


K(s,t)=s%t+stt, @=0, 6 =1 


K(s,t)=s*+st+#, a=0 bei 
解 积分 方程 : 
y(s) = | ydi 


vis) =5+4| y CAL, A+ 1 


_1_,f 
D yo = 二 -s+ ypDd 


(4) ¥(s) = af (s+ Hyct)di 


(5) y(s) =s +4] cst Aydt 
(6) Ys)= -W Fs) +(6+4W 3) fics ty dt 
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7) y(s)=(1+w3s)+(-6-4w 了) fics + HyCtydt 


SR AMABA 


前 面 四 章 我 们 是 对 连续 核 成 Li- 核 进 行 讨论 。 这 一 党 我 
把 前 面 的 理论 推广 到 一 类 无 界 核 一 一 奇 性 核 的 情况 ， 


$5.1 4 性 #& 


我 们 先 讨论 何 性 核 的 性 质 。 在 建立 奇 性 核 积分 方程 的 基 
本 理论 上 时， 空间 的 维 数 起 了 很 重要 的 作用 。 另外， 高 维 奇 性 
核 积分 方程 在 应 用 中 又 显得 十 分 重要 。 因 此 ， 我 们 直接 在 > 
堆 欧 氏 空 间 的 有 限 区 域 马 内 来 讨论 奇 性 核 积分 方程 。 

如 果 核 为 


K(M,N)= LAN (5.1) 


其 中 + AM, N ARRES, LOM, N) 是 区 域 石 中 两 个 
AM. NOAA BR, a 满足 条 件 0<a<n， 则 称 这 类 核 为 奇 
性 核 。 在 这 里 , 我们 只 研究 LM, NO 是 连续 函数 的 情况 ， 而 
它 是 有 界 函 数 的 情况 就 象 从 广 续 核 到 L- 核 的 推广 一 样 ， 这 
章 所 叙述 的 理论 也 是 成 立 的 ， 只 是 解 的 范围 要 从 连续 解放 宽 
i L?- py He , Me MR IAS, MARK OM, NA 


GER. | 
2d ARI DESEA, BID I de A E 
H. ERNDMSEL A TALAD HH ¿MR ds d 为 半 
PE a RRA. BA | 
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A KUM NONw<C|。 E e cl dl pa 


Boe te 4 LA CA = e 
‘ $s na (5.2) 


Hp C AEREO, NERD EER, En IL OM, N) | 
<C, |s ERRENKA, 48= lid", pa 
f Ko, N)|dN< B 
Ritu ANO JE DAE, DABA 
oM) =È KM, Nud N 
是 有 意义 的 。 我 们 来 证 明 v(MM) 世 是 连续 函数 。 考虑 
o(M')~v(M) = | CUM’, N)-K(M, Ny uN dN 


ve Se A Bou NOFA DAA 
2 luc NISC (5.3) 
于 是 


pozvani], KM’, M-KM, N)|dN 


(Hudr 
HM’ 与 时 的 距离 为 6 。 RRM Ds RD AD, 
D EAM ARRO, 2 为 半径 的 超 球 站 内 ， DAD: 之 外 。 
因此 | 


[y KM, N>- KM, [aN 
=Íp, IK (M', N) - K(M, Nd N 
afp, KM’, N) - KM, NAN (5.5) 
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我 们 先 看 (5,5) 中 的 第 一 项 . 
[p KM, N- KM, NydN 
1 


li r | ， 7 
<p, KM NydN-+ | y, IK(M,N)jdN 
<fn.. KM, NyaN + y, IKM, JAN (5.6) 


805.2) A | 
| _Cls](20)"* 
(s onkoy: Stele 


一 a 


MIMIK 2AF RRD: o BRE FAM 为 球 心 
36 为 半径 的 超 球 Dss 中 ， 因 此 有 


foa K, MIAN SS p, |KO, WAN 
=- CILI BD 


R— a 


fp IKM, N>- KM, N1dN 
上 
<5, E0U51(28)"7"+ |s’ |") (5,7) 


其 中 1 s1 是 超 球 Ds 的 球面 积 ，|s’ | 是 超 球 Dss 的 球面 积 。 我 
们 总 可 以 取 6 为 这 样 小 ， 使 得 右 端 小 二 sc 


再 来 看 (5.5) 中 的 第 二 项 。 如 果 M “与 好 的 距离 小 于 6 ， 
mNED:A, Y pij | 
K|(M’,N)-K(M,N)] 
_ Ir LM’, AN N)-r’ ‘LM, N)} 


rer! 
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< 


LM’, M, Ny 
geo 


Her, PIMAMEN, M’ EN WES, BAr >Ò, 
r 26, 而 LM', M,NN) 是 D 内 三 个 变量 M' MLN 的 连续 
ER Ez, ESYMMMEAR, 它 等 于 零 . 因 此 ， EERI, 
aM M” 的 距离 不 大 于 ?3 时 ， 有 

E 


So, IK(M’, N)-K(M, DJIN < 50 


由 (5.4)、(5.7) 和 (5.8) 得 到 : HR UCM) BDA AYER 
Be. ， E | 
”我 们 再 注意 一 点 : 7 只 与 5, C 有 关 ， 并 不 依赖 于 4(N》 
的 具体 选择 , 因此 核 K Cs, ) 把 一 致 有 界 的 连续 函数 集合 变 为 
了 等 度 连 续 消 数 集合 .又 由 (5.2)、(5。.3) 可 以 得 到 
MI | SCB | 
BSE WEE SEPARA UM } 又 是 一 致 有 界 的 。 
下 面 我 们 来 讨论 奇 性 核 的 迁 核 的 性 质 。 先 看 两 个 奇 性 核 
的 组 合 核 
KOL, N) > [1:04 PIKAP, MdP (5.9) 
LAMPARA 
r,” = a 


ry 


(5.8) 


其 中 IX, CM, P)| = 


\Ki(P,N)| = AEN] <C 
rË r2 
于 是 
(KM, ISC, C| — CC |, de 
A: rra 


”这 里 r;、rz 分 别 是 P 到 M,N 的 距离 ， 万 ' 是 以 M 为 球 心 ， 区 
域 D 的 直 答 d 的 2 售 为 半径 的 超 球 , Ar EM N 间 的 距离 ， 
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Is | 是 于 是 


R ri ra? Sl er | 
VEASE ri: = fos 由 
día dP a _— dx N 


D rri "yenti = 1)? 


— 


O, Gu 


ad fy dx 
| f o AH pa) 


上 式 中 前 一 个 积分 是 常数 , 记 为 4 JE ARA A, x> 
Kb O DIS AA RL, 


(x - D2- 2X8 = 3X 2 MX 2) | 


因此 
人 
D’ riras ~ ry té 2 
a+ Ankh, 
IKM, Ni<c, Cals] AGUA 
Mr ae aaa 
Mat B= nit, 


IKM, N)|<C.Cals|CA + 28 In fy. 
0 


Mat po ny, 


IKM, M| <E lan ar | xiada 


rar 2S 
< CC caros farra 
cysl 2 A, s 
rot PT n [A + a+ß- ti e " 


其 中 C 为 菜 个 常数 。 于 是 ， ECO N) RA 
计 SN 

Cn (ma<(m- 1)n) 

KaM, LS E 


ro 


.(ma>(m- 1)n) 


ma ne l?a 


FEC RMB, > it, ME KaM, 


MERR., HKM.) p LM, BD RA 
ALMERA CM, NEER. 


8$ 5.2， 奇 性 核 积分 方程 


我 们 可 以 采用 很 多 种 方法 把 Fr:dholm 定 BEI Zi at HE 
核 积分 方程 ， 这 里 选用 一 种 较 简 单 的 方法 . 
fe Be ay PERK KOM, No 


IKM, Ny} = ELA E 
作 一 个 新 函数 | | 
K(M,N)  (r>8) 
K*(M,N)=% C (r<8) 


jt 
其 中 6 是 给 定 的 正 数 。 显然 这 个 函数 是 连续 的 。 RT 
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数 
K(M,N)- K"(M, N) 
当 r 之 6 时 ， 它 等 于 零 。 当 r<6 时 ， 有 | 
| 0 <K(M, N3- KM, Nọ<C (4-4) 
: s: jt 
也 此 可 得 | | 
f IKM, N- Kram, Ny (aN 
= |( KM, N>— KM, NYAN | 
«<C 
r< ô | 
RESKA TAE E TE 
|K(M,N)~K*(M, N)| < St LE 
a 


因为 KK*(M, NN ) 是 连续 的 ， Aer MEOT EME 
个 绝对 值 充 分 小 的 连续 核 | 


K*(M,N)= S MGT + KM, N} 
Kl KuM,NI<Z. 因此 


K(M,N)= Ze (MB, BN) + KM, N> 


+(K(M,N)- K*(M, NY) 
EK (M, N)=K M, N)+CK(M, N)-K™M, N), 就 
有 
IKM, NSK AM, N)| +] K<M, N) -K*M,N)| 
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A 


soe Or 
2 2 

HET, SAHA K (M,N), WARM $ 3.3 的 办 法 ， 
完全 成 功 地 推出 Fredhoelm 定 理 。 

这 时 ， Fredholm 行列 式 需 要 作 一 些 修改 ， 因为 行列 式 
的 对 角 线 元 素 成 为 无 穷 大 了 。 这 里 不 作证 明 ， 只 是 叙述 一 些 
有 用 的 结果 。 BARR RRMA, LEMAR 
个 选 核 开 始 ， 以 后 的 挝 核 都 连续 的 情况 均 适 用 。 
EEE „(M, N) 开 始 ， 以 后 的 和 迭 核 都 臣 连 续 的 。 
容易 证 明 :， 如 果 4 是 方程 


YM A| KM, NN (5.10 
的 特征 值 ， 则 4” 是 方程 
IM) =n) K aM, NOIN dN (5.11) 


的 特征 值 。 反 之 ， 如 果 / 是 方程 (5.11) AREE, WMA = 
中 “中 至 少 有 一 个 是 方程 (5.10) 的 特征 值 。 天 =(CM, ND iB 


上 蛙 核 ， 它 有 有 限 个 特征 值 ， 奇 性 核 KM, N) 的 特征 和 值 也 可 


作 同 样 的 断定 。 
由 于 天 (M,N) eK, TEER eR 
RAM, Ni) =K AM, Nu Kia M, N) 
| + WEEK sm(M,N)+t «» 
LEN, AEB CM, NN ) 的 预 解 楼 是 
RIM, N 14) = HCM, NA) +A" Ra 3A”) 


+2"| HM, PyAR,P, N34”) dP 
D 


其 中 
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HM,N jp) =K(M,N)4AK AM, N)+ e 
+A” °K mM, N) 


$5.3 弱 奇 性 Hermite 核 


前 面 已 讨论 了 奇 性 核 和 连续 核 有 着 完全 相间 的 理论 。 这 
插 我 们 可 以 看 到 弱 奇 性 Hermite 核 和 连续 的 Hermite 楼 也 有 
着 完全 一 致 的 结果 。 | 

我 们 考察 一 维 的 弱 奇 性 Hermite 核 


K(s,t) = (0<a<}) (5,12) 
| eee ne 
其 中 L(s,1) 是 连续 的 Hermite 核 。 wi 


Ei BABES. SIERRA 
K(s, t) |s- t| >à 


Kiepa TE 
a(s, E) 《cs Is- tl<d | (5,13) 
出 有 如下 估计 | i 
| Kas DISIK GD Tr id 
作 函 数 | | 
Kst) = f Kals tD Koch, Pdi, (5.15) 


它 是 连续 的 。 只 须 证 明 ， 当 3-0 Bb, KE C, 一 致 收敛 于 
Kals, t), l 
我 们 来 看 差 | 
oa ak? Ce fuko, KM 
—- Kas, HK ati, idt 


105 


43-4 l>öRlt-tl lot, AAs. 因此 
IKıls, +) - K%cs,D] 


ta dt 
2 . = Im een Oy 
<9C j. 8 |#:-—s]*}t,—#]° 
tts dt, . 
u. lA re u (5.16) 


MRIS-1>28, 则 Cs — ô, s + JA Lt- 310) 彼此 不 


sE, E 
bai Su de, As 
o le pe a e: 


O dh Nase 
aU he + re — a 7 
汝 此 € 
ESP 
(5.17) 


An ]s-+|<20, MI Cs- ô, s+ åM- ð, t+) FEB 
的 部 分 , 但 两 个 区 间 都 包含 在 Cs 一 36,s+ 36] 或 [tf — 38, t+ 38) 
A. H 


© l [ 1 1 】 
A o AN PE AAA A eS = 
[ts |“, +12 U le, 512% fr] 


a E 
e en 
sajt -s| {Atle 2 s.25]7, — s]?° 
dt y 26302 i 
+ = 1- 2a. 
因此 | 
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dC* a 
IK;cs, t) -K? (sS, MS a 2a 


(|s—-+|<20) €5,18) 

对 照 (5.18》 和 (5.17)， 看 出 Kils, OE HUM AT K als, t) 
的 ， 所 以 Ks(s, 人 四 是 连续 的 .。 

证 明 三 次 以 上 的 选 核 的 连续 性 就 容易 了 。 

$ 4.1 PRK, 因为 全 连续 的 两 个 充分 条 件 (4.14) 和 和 
《4.15)， 对 于 弱 奇 性 核 , (4.14) 显然 是 成 并 的 ; 至 于 (4。15) 
只要 重复 人 5.1 中 的 证 明 、 把 其 中 的 不 等 式 

[K(M’,N)-K(M,N)|<|KCM’,N)] +IK CM, NN)! 
换 成 下 式 即 可 ， Ä 


| K(M’,N) ~K(M, NO PS KM, N: 


+ {K(M,N)|*3 

KEk, BOMBA ACERO. A, ww HE 
Hermite 核 来 说 ， 特 征 值 存 在 定理 和 Hilbert-Schmidt 定理 
都 是 成 立 的 . 

由 上面 证 明 的 选 核 的 连续 性 、 可 以 知道 $ 4.5 关于 选 核 
展开 式 的 结论 对 弱 奇 性 核 也 是 正确 的 。 
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BAR ”Cauchy 奇 异 积分 方程 

这 一 章 介 绍 一 奖 与 数学 物理 问题 有 较 多 联系 的 积分 方程 
—— Cauchy 奇异 积分 方程 . 对 于 这 类 积分 方程 ，Fredholm 
定理 不 再 成 立 。 目 前 ， 这 种 方程 的 理论 发 展 得 比较 完善 。 这 
里 只 就 最 简单 的 情况 介绍 一 下 主要 的 理论 结果 。 


$ 6,1 Cauchy # 分 主 值 


我 们 要 用 到 一 些 复 变 函数 知识 。 这 里 只 是 提 es 
果 ， 其 详细 的 叙述 可 以 查阅 参考 文献 [8 ] . 

设 工 是 复 平 面 上 的 曲线 ， 方程 为 

2) =x) +iylt) (agt<p) 

RER Bez ER | | | 

(1) ADERES SEDO DA ed), FE 
II HD 

(2) 对 于 任何 两 个 异 于 a, PN, tas MRA, 有 
2(t,) Ez, 
则 称 工 为 一 光滑 曲线 。 如 果 还 有 24a) = 208), WKH A E 
aa. 

BELEER-ZER HER, oO LE E 
HER. Ra 


@(z) =| 20D ge (6.1) 


2mijL ~z 


称 为 Cauchy 积 分 。 它 对 于 每 一 个 不 在 工 上 的 点 > 都 有 -一 个 确 
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定 的 值 ， 并 且 当 也 为 任 一 个 不 包含 曲线 EE a 
$(2) 在 必 内 是 解析 的 ， TRA 


1( 90 
D= er (5.2) 


aR Leik, 那 末 积分 (6.1) 在 
LEINE D. 确定 一 个 解析 函数 
DP'(z)， 同 时 在 上 的 外 部 DDD- 也 确 
定 一 个 解析 EA LO RE 
来 ， 这 两 个 国 数 是 不 相同 的 ， | 
现在 ， 我 们 来 讨论 当 ze 位 于 曲 
线 L 上 的 情况 。 这 时 ， 积 分 (6.1) 
EERE ELA. 我们 有 必要 确 
定 积分 (6.1) 的 意义 .为 此， 以 2 为 
圆心， 任意 小 的 e 为 半径 作 圆 
C.， 这 个 贺 截 下 包含 2 的 那 段 L 上 
RIZA a 见 图 (6 一 1 )。 这 样 , 积 分 


1 pcg) 
图 6 一 1 Sai Jie zer dé (6.3) 


对 于 任何 上 > REHENN. We OM, TF) (6.3) 
有 极限 ， 则 称 这 个 极限 为 积分 (6， 15 Cauchy Re EMRE 
Cauchy FRESH, 

BERL I AEB, PLE) HL 上 确定 ， 如 果 
对 于 上 上 任意 两 点 sb:、s:， 有 

IPED -PEDISK IE, Ls 1" _ 

KK, a 是 正常 数 。 则 称 PCE) 满足 指数 为 a fy Holder- 
主 ipschitz 条 性 (简称 孔 - 志 条 件 )。 显 然 ， 如 果 a>1, Mech 
PLLA GRE’ (= 0 ,于 是 p(E) 便 等 于 一 个 常数 。 因 此 ， 
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我 们 总 是 假定 0<a<1。 另 外 ， 容 易 看 出 ， na 
导数 存在 并 且 是 有 界 的 ， 则 9g(8) 是 满 是 H-L 条 件 的 。 
HA, 

PRILP XFH-LAEGMHRARERRI, HA A 
去 验证 。 

《1) 如 果 P(E) 满 足 指数 为 @ 的 H-L Ab, Meco! 
也 是 满足 相同 指数 的 HH- 上 LL 条件， 

(2) MAPLE BA a 的 日 -上 条 件 ，P:46) 满 足 
指数 为 B 的 HH-L 条 件 , WP E 土 9.(6) 满 足 指数 为 nin(a, By 
HH-LH. | 

(3 ) MRO RRA HLA, IFHELE 


处 处 不 等 于 零 ， 则 人 直 ] 满 足 相 同 指数 的 日 -条 件 


(4) 如 果 曲 线 上 包含 在 一 个 有 界 区 域内 ，y(5) 在 上 上 
满足 指数 为 a RIH- LAT WPCC) 满足 指数 为 任何 Bar 
NA-LEPE, 
APC) MEH-LAPF ERSTE. 1) 的 积分 主 值 存在 的 
充分 条 件 。 

如 果 函 数 p(5) 在 光滑 曲线 上 上 确定 ， FARMA H-LA AE 

|pc&,) -PEII<KIE Gel” | 
其 中 0<z<1， KERB. 61,62 &L 上 任意 两 点 ， BRE 
分 (6,1) 的 积分 主 值 存在 ， 并 且 满 足 指 数 为 BIN H-L Ar. 
Za<ı, WiB=a, 若 ge=1， 则 8 一 c. 


$6,2 Coxoww""-PlemeljA Ñ 
EXT, ROER H z 从 闭 曲线 上 的 内 部 或 外 部 趋 于 - 
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L HERZ it, Cauchy) 


pi = =} Bar (6.4) 


的 边界 值 (或 称 极限 值 y@+(z)，@-(20)， 以 及 和 Cauchy 积 
分 主 值 惠 (zo) AZ IAE 
如 果 函 数 p CL) 在 
Wheel RER, Lb 任 
一 点 za 的 Cauchy 积分 
(6. DADO RA DHZ) Wi 


Dz) 都 存在 ， A 
上 ， 条 件 可 以 放宽 到 


KOWEH-LA, 而 中 +(za)、 电 -(2) 也 只 是 满足 H-L 条 
件 。 | o 

我 们 只 证 明 前 一 种 情 襄 。 用 车 C. 上 位 于 工 外 的 一 段 弧 C。 
和 工 一 -建立 一 个 逐 段 光 请 的 闭 HR Do, HU. os Žo 是 内 
点 ( 见 图 6 一 2 )。 


HFA noo ENANA Ls To E 以 及 它们 之 间 都 是 角 


析 的 ， 所 以 根据 C ee 有 
foco 
Diz) = aT ¿prat ; 
1f 29, 1 vie) 
ani)ı_ed-: z dit- 2ari Ufo? Ez 


Sz—+z2,, ARR, RBS) 
izn) = lim bz) 


Z— Zo 
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1 PN des ste. PEJE 6.5» 


ai Jue itz E= Zo 

a E ae ie, 

现在 来 求 当 e > 0 时 ， 积分 

| pro) 

: le 5-2, ds 
E ozo cere, ide = 
ieettdo, A, BEPC) =P) +, IS 
e 一 起 趋 于 雾 ， 因 此 | 

1 PL) des ae TA Ba 


ant Ce EZ, ee 


an _ P(E, Pf oer ndg 


Rae tyje, ae = ae fc, 940=0， 所 以 


PE) Fr | 
lim on “Ac. cz, de= | Lach] o (6.6> 


re ep 
if PO qe 
2 Le 6-2, 
也 要 趋 于 -个 有 限 的 极限 ， 这 就 是 积分 (6.1) 的 积分 主 值 。 


这 里 - 也 证 明了 积分 主 值 的 存在 性 ， 但 这 里 的 条 件 要 比 上 节 未 
的 条 件 更 为 严格 。(6.5) 式 取 极 限 ， 就 成 为 | 


2) = AS 1 piz) (6.7) 


同样 的 道理 ， 只 要 用 圆 C; FEL ARDY RMC: SL—o HA 
Es MALA 
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(z) =- Í Ode Ip). (6.8> 
Ont 2 


L 6-2, 
公式 (6.7) 和 (6.8) HA EAEN Coxournü-Plemelj 4 
式 . 它 在 一 维 Cauchy 奇异 积分 方程 理论 中 占 着 十 分 重要 的 
地 位。 ARE, 你 写成 


Lf PCO ye Btn) + D0) 
sr] Bear = > (6.9) 


PZ) = PB (20) - DO (2,4) | (6.10) 


36.3. 解析 函数 的 边 值 问题 


特征 方程 的 求解 问题 可 以 归结 到 视 值 问题 的 处 理 。 
如 果 函 数 中 (2) 除 了 闭 曲 线 工 外 ， 泪 全 平面 上 定义 ， 在 志 
的 内 部 已. 和 外 部 总 -内 解析 ， 并 且 当 z ADO HD TA 
元 的 任 -一 点 ze 了 时。 内 外 边界 值 D Z), O(a) BEE, M 
称 困 数 中 (2) 是 分 区 解析 的 。 EAS 分 区 解析 
PRR DCH, ARIK 
P(2}= az" + an. ZET tone CO 0). 
MID (2) 425835 EAL AMR k 阶 )。， 
NED 在 全 平面 上 解析 ， HERREN ATA 
BUY, MPDE HAGA, 事实 上 ， 中 (2) 的 展开 式 . 
D(2) = 012% 4 0,247! + ane (8,20) 
在 全 平面 上 成 立 。 其 中 不 应 含有 zz ke, BANDA 在 
2 = 0 处 也 是 解析 的 。 ARDER 20 ROHE), Piz) 
ANDAS GE = OW, 62) 是 常数 ， 当 然 , 中 (2z) ARE 
重 为 零 ， 正 象 不 等 于 零 的 常数 一 样 ， 它 的 阶 为 零 . 
下 面 我 们 求解 三 个 边 值 问题 。 
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BAI Roe Meee 中 (z) 。 使 得 它 在 无 穷 远 处 有 
有 限 阶 ， 并 且 在 闭 曲 线 上 上 满足 条 件 
D* (20) — PC) = F(Z) (ZELE) (6,11) 
OS TAS ETA | 
AMARAL AE, AR 


an = Lf Oge > (6.12) 


Liza 


are TARE D., D. Mee wR DI OD. FR 
由 (6.10) 知 道 ,它们 的 边界 值 旨 0 (20) FID, (2zo) 是 满足 中 -二 
条 和 件 和 (6,11) 的 ; .因此 (6.12) 确 定 的 函数 就 是 问题 工 的 解 。 
显然 ， 函数 


Ei Ber Ta EN g o . f (6.13) 


也 是 问题 的 解 其 中 P(z) 是 任意 多 项 式 ， 

.我 们 来 还 明 问 题 I 的 任何 解 tz) 都 可 以 表示 成 (6。 13) 

HBR. HFO DERM 1 HR, MRA 

PCZ) - Do (29) = D (29) 一 Doe (25) «zL 1) 
SESE RTH TA ERE, X 这 两 个 差 确定 着 同一 个 在 
全 平面 上 解析 的 函数 、 并 且 在 无 穷 远 处 它 是 有 限 阶 的 ( 阶 为 
k>07. 因此 , 它 是 一 个 多 项 式 RC2). FED (2) TRACE. 13) 
HIER. 

MERETE ()=0, 则 P(z)=0. 

EN 〈Hilbhert 或 Riemann 齐 次 问题 ) 求 分 区 解析 
仓 数 中 (z)， 使 得 它 在 无 穷 远 处 有 有 限 险 ， 在 闭 曲线 志 上 满足 
DH) =G(2,)O (2) (ZELE) (6.14) 
其 中 G(z) 是 在 工 上 满足 H-L 条 件 ， 并 且 不 等 于 零 的 已 知 复 
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TAR, HINA MIRRA, BR | 
k= KGaA) = CGR 


称 六 这 个 问题 的 指数 ， 其 中 31L AAA RELNERH 
( 工 所 图 的 区 域 始 终 在 前 进 方向 的 左 侧 ) 绕 一 周 时 ， 括 号 中 国 
SB 
(6.14) PAL ARK, FE 
Ind@*(z,) —In@~(2,) = InG(2,) 
自然 我 们 会 想到 用 Cauchy 型 积分 
InG(£ 
el: 
FAME DD (DANDO CD, HT laG(zo) 可 能 是 二 上 的 多 值 
EA, «AE, ERRETO 来 求解 旺 有 困难 的 。 下 面 分 几 种 
情况 讨论 ，。 
(1) XG(20)) = 0。 这 时 , nG (z) 是 上 上 的 单 值 函数 ， 
并 且 潢 足 日 -L 条 件 ， 因而 Cauchy 型 积分 


ER > 
D(2) = AeP™ 
Kip AAAS TSE RAR. H Coxourmú-Plemelj 公式 
Ap ESS Wie D (2) Ae fal AA, 
C2) KG, ND RRB Tz) 来 求解 ， 
ie (2) 为 问题 下 的 解 ， a 为 中 + 中 任 一 图 % 定点 。 引 人 一 个 新 
的 分 区 解析 国 数 


II [9 在 Di 中 (6,15) 
Cz -qt*@(z) 2 ED 


Pz) = 
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FA, BODEG), HACERSE 
PHZ = GDY) (FELL) (6,16) 

HAG (29) = (4) —- 8) *G C2), 容易 验证 ， 对 于 问题 (6.16》 

的 系数 Go(z)， 有 X(lnGol26))=0。 于 是 可 出 (1) 求 出 它 的 一 


个 解 是 


p= Ae | (6.17) 
其 中 4 为 不 等 于 零 的 任意 常数 ， 而 
ln(Go(6)) 
rcz) = A, ta dé 
sat f inte ay” eun 
= airhe BZ dé 
4 (6, 17 FEA (6, 150s en 的 一 个 角 
Aele Z 在 D, 中 
diz) = 4 (6, 18) 


Alz- aye ZAD_5%4 
可 以 利用 Coxouxaá-Plemeli 公式 直接 验证 (6,18)? 确 实 为 问 
RAIN. 

这 种 解 在 解 边 值 间 题 时 具有 特殊 意义 ， Sei HW AIA 
FAW RW. HTle)=0, EDAD (o) A, 在 
《2) 中 可 得 到 中 (o) = Alz-0)*, Ak, DAA FU 处 
的 阶 都 是 X. 

下 面 我 们 来 证 明 同 题 开 的 任何 解 中 (2z) 都 可 以 表示 为 

中 (z) = X(2)P (2) 66,19) 
HOU (2) 2 Bi ra AN, POIE-TLZER. 
事实 上 ， 设 中 (2) 是 问题 厂 的 解 ， 则 有 
Pz =G JO z.) | 
MEX EOD G2) XT.) PHX R), ATARI EL 
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上 处 处 不 为 零 ， 因 此 


Ba) _ 072) ie 
ey ari) “ELO 


MT EE, MS E 
无 穷 远 外 有 有 限 阶 ， 所 以 它 是 一 个 多 项 式 P(z) ， 于 是 得 到 
(6,19). RZ, (6.190) fe SRE ME DAR. 

对 应 边界 条 件 
IDEG ZDP (Z) (ZELE) 
AAA ARALAR BER A. 如 果 PCs) 是 
《6,.14) 的 典 则 解 ， 则 中 -1(z) 就 是 这 个 问题 的 典 则 解 ， 同 时 ， 
相 联 间 题 的 指数 为 X = -X， 这 里 XX 是 问题 (6.14) 的 指数 . 

问题 亚 (Hilbert 或 Riemann 非 齐 次 问题 ) 求 分 区 解析 
琢 数 中 4z)?， 使 得 它 在 无 穷 过 处 有 有 限 阶 ， 在 闭 曲线 L 上 满足 
pe | 
&+(2)=G(2,)® (2) + F(Z) (FELL) (6.20) 
ERG), F) 是 在 LL 上 满足 日- LAR HE RIE, SE Be, 并 且 
G(2z) 在 L 上 上 处 处 不 为 零 。 


lal (18 Y —Ffs HG (2A = X(G(2)) = ln 


(2011 分 别称 为 这 个 问题 的 系数 各 指 ER ABXF RAB 
HM, 
EX (DAFO) = 0 的 齐 次 问题 的 典 则 解 ， 于 是 
AZ) 
X= (2). 
代入 (6.20)， 得 到 


Ba) _ Da). Fi) ; 
XD X20) Ka) We 


G (20) => 
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3108 1, ES) De WR BT BB Be 


PH) _ 1 FD dé 

ACE) 2x1 X*CEHE-Z) 
满足 (6.2:)。 因 此 | 

Bere XD FUÉ). dt 


amt Ju XEXE- z) 
E MEA ARA ALEA IA AS — ARA (2) P Cz), 可 
CAE 0) Hei A 0 80 1 100 — 2 EA 


A (Zz) FU) 


EG EATE S T A OE 


D(2) = 


(6,22) 

后 面 会 看 到 边 慎 问 题 的 在 无 穷 远 处 等 于 零 的 解 有 特别 重 
BRM. 

Zap, M.D BH, YOK, REEE 
SETE, A> OR, ELDRE TENER 

. D(2) = X(DP y_,(7) 
FHP x DIE INDRA. 

NIP, W622 HL EH, x>0%, 一 般 解 要 在 
FB ESE, (6.22) PY SMRP CZ) BAX — 1 AY 
Y= 0 时， 只 有 唯一 的 在 无 穷 远 处 等 于 零 的 解 

之 gi 
00 ON ata 
mi XLo 时 ， 问题 耿 有 在 无 穷 远 处 等 于 零 的 解 的 充分 必要 条 
件 是 


了 Ce) 一 oon —X 一 
xo d¿=0 (n=0,1,**,-X-1) (6,23% 


(6.2332 HH) | 
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Xiz) FD) g 
VOD °° 
事实 上 ， 由 于 XX(2) 在 无 穷 远 处 为 -Xx 阶 ， 显 然 必 须 P (>z)= 0。 
另外 (6.22) 中 的 第 一 项 不 应 含有 2 *，X* ?，…*，2? 的 各 


AFD e A FO 
a ATA par 
Ont Ad 


PARAR”, 37%, 0, 2%, FLERE 


FE) ae ER 2 
ac = 村 Cie eee os 


“还 应 指出 ， 三 种 问题 的 解 在 曲线 三 上 都 是 满足 H- 工 条 件 
的 。 读者 可 以 自己 验证 . 


wm 
` 


$6,4 第 一 种 Cauchy 有 异 积分 方程 


有 了 前 面 的 知识 准备 ， 我 们 可 以 求解 Cauchy 奇异 积分 
方程 了 。 AECA 


PCO) ge = f(z) 3 (6.24) 


xi LA 一 2 
Sich LIRA KREMER, FAELEREH- L 
条 件 。 未 知 函 数 9(6)。 也 假设 为 满足 日 -LL 条件. 
m emer 7), TARR 
Pe DUDA 


zei L-Z 


将 右边 再 积分 一 次 ， 得 


119 


1 
1 f. Dp ad pe ie A 1 D*(z) en 
了 上 


273 z -7 DRIJ L 2-89 


RAE (6.25) 


Anijez-n 


BREED, RT, FEL A DP. 于 是 从 (6.7) 可 
以 得 到 


Q(z) = = (2) + mb Paz 


所 以 9(z)= 15 AT 


EAS 


从 而 (6.25) 中 的 第 一 项 为 5 (m, 而 第 二 项 为 > D (7) 一 


IM. 故 有 


Ref irl ( 27 = 
Al ,ee Jee PM 6.26) 
HATAT; ee PH | | 
pm = Af [Dz 6.2) 
Ti l l 


L . 2-7} 
, 


满足 第 -一 种 Cauchy 奇 异 积分 方程 (6.24). 也 不 难看 出 ， 这 方 
程 的 解 是 唯一 的 。 事 实 上 ， 如 果 9(5) 是 满足 (6.24) 的 ， 将 
(6.24) PILZ: e 2， 再 对 z 积分 并 考虑 (6.26)， 就 竺 
到 (6.27)。 也 就 是 说 ， i 24) 的 解 的 形式 必定 为 (6.27)， 
O MHG. 27) 
立即 推 知 : POEREH-LAMMN. 
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$6.5 特征 方程 


现在 我 们 来 讨论 第 二 种 Cauchy 奇异 积分 方 稳 


A(2)p(2) + af A) auode=fte) (6.28) 
midi €-2 


AEM BRA 
ACP) -4f A) yeeydi=glz) (6.29) 
mili -z 


”假定 自由 项 f(z), 9(z) 和 已 知 国 数 A) 都 是 二 上 的 满足 
HL 条 件 的 .到 (2 5) 的 两 个 变量 都 是 在 十 上 取 值 ， 并且 济 足 
晶 -L 条 件 ,我们 也 限定 在 满足 HH- EEE 
4y Biz) = K (2,2) 
Rapa a Kl, ~K (2,2) 


F 


方程 (6.28) 可 写成 


A(DOCZ) + B(2) PCO) ger 


mi Jıf-= 


J: R(z, DPO dE 


= f(z) (6.30) 
HepB th AI IN, mg RG; 6) 最 多 也 是 一 个 
AE, 

对 方程 (6.30) 进 行 定 性 研究 时 ， 起 决定 作用 的 是 前 两 项 。 
我 们 把 方程 


ACzZ)P(z) + - ee) Df sae- f(z) (6.31) 


ee a ee 
联 方 程 (6.29) 的 特征 方程 可 写成 
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AVR tz) - LY LLO de a2) (6.32) 


它 称 为 特征 方程 (6,31) 的 相 联 方程 ， 

我 们 把 特征 方程 (6.31) 的 求解 问题 化 成 解析 函数 的 边 值 
rm. RE 
l A(2) + B(z)#0, A(z)-B(z)#0 (zEILL) 
BLA eB 


DO = st} Gea (6.33) 
HCoxvounnit-PlemeljAk, # 
p(2)=D*(2) — H(z)» (6.347 
At PO? dé = "OET O°) (6.35) 
代入 方程 (6.31)， 得 
中 +(z) = EBE) p-ez) + 0300 


"A(z) + B(2) ACz) + BCZ) 


Ab eh 2: ELE DCE) DAA C636) ARR. RZ, mr 
中 (5) 是 问题 (6.36) 的 解 , 用 (6.34) 来 确定 9(2), Mab CE) ah 
过 (6、,33) 用 %(z) 来 表示 .因此 ， (6.34). (6.35) eae, AAP 
MED UD, UD, FEA (6.36)， 就 得 到 方程 (6.31). 
所 以 ， 特 征 方 程 (6,.31) 的 求解 与 边 值 问题 (6， 36) 的 求解 是 等 
价 的 . 

下 面 的 工作 只 是 引用 le . 边 值 问题 (6.36》 
的 指数 为 

_ l A= BU) 


Dri Atz}+B(z) 
Be DoS) FE FT RII A 
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ptiz) _ AC) ~ B(2) 


p(z) (Zz 在 LL 上》 


Az) + B(2) 
EA, | 
(1) X>0, KG 
D CË) Fe 
PD = on | OT 


+Px ,CE)D CE) 
-其 中 已 xz_ (EX - 1 阶 的 任意 多 项 式 . 
(2) X=0。 上 式 中 Px-1(#)=0， 即 
og) PO ( fue 
ant JILA BEIGE) E-E) 
(3) Y<0。 问 题 (6.36) 有 解 的 充分 必要 条 件 是 
f E"f (tade 
LCAC) + BLOOD (OD: 
并 且 当 这 些 条 件 成 立时 ， 解 由 上 式 表 达 . 
FRU 78 77 F862. 32 ARA 


= (n= 0, 1,2, 0,1) 


NA Do* (2) + De (2) 
SER TEE CA 
y BEDE) | A DY de 
Qi LLAC BCE) ID, (2) CE-Z) 
+CD, (2) — DP, (2)IP x12) (6.37) 


推导 中 用 到 了 Coxogz-Plsmeij 公 式 。 
sch, 4f(C) = 0 时 ， 立即 得 出 齐 次 方程 的 解 ， M4X>0 
BH, HA 
pz) = [Do (2) Di (2IP x_ C2) (6.38) 
当 X 志 0 时 ， 章 次 方程 只 有 零 解 。 而 第 一 种 方程 (6,24) 八 
这 里 取 A(z) = 0，B(z) = 1 而 得 到 的 特殊 情形 。 
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可 以 看 出 ， 这 里 的 结果 与 通常 Fredholm 方程 的 结果 是 
不 同 的 ， 

i a 
以 用 和 上 面 完 全 相同 的 办 法 证 明 解 方程 (6.32) 与 解 满足 边界 
条 件 


ara Y AG) - BE) B(z)g(2) 
ee) #2) + Fay Be) 
Cz HELE) (6.39) 


的 解析 函数 边 值 问题 症 等 价 的 。 要 注意 的 是 ， 这 里 齐 次 边 值 
问题 的 典 则 解 就 是 前 面 的 典 则 解 中 %(E) 的 倒数 . 


$-6.6 Noether eo 
—*Y, 我 们 将 叙述 Cauchy 奇 异 积分 方程 
amo +), EE DP qe = f(z) (6.40) 


TREN AEREA, RAE RRS, Kl 
对 结果 不 作证 明 。 
假设 方程 (6.40) 的 特征 部 分 为 


BG) ( BE a¢ 


L Ĉ-— 
Hp RRRA), BONER RIF 
Acz)+B(z)#0, A(2)-B(2)%0 Cz ALE) 
这 个 条 件 称 为 正则 可 解 性 条 件 。 它 是 Noether 定理 成 立 的 充 : 
ALMERA, 
我 们 可 以 选 一 个 特征 部 分 为 


ACZ)PC2Z) + 
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AD + | YO ae (6.41) 


Ben 
的 任何 变换 | 


HIRA (z), B (DRERI 

- ACB (2) + BDA (2) = 0 mi 
将 (6。.40) 的 左 端 作为 6(2) 代 入 (6， 41) 中 ， 即 可 得 到 二 个 第 二 
种 Fredholm 方 程 。 

Bekya 等 价 定理 ”对 王 任 何 满足 E 则 可 m 性 条 件 的 
Cauchy 奇异 积分 方程 总 存在 一 个 在 下 述 意 义 下 等 价 的 
Fredholm 方 程 。 即 两 个 方程 同时 可 解 或 同时 不 可 解 , Belt 
可 解 时 ， 可 由 其 中 任 一 方程 的 解 求 出 男 一 方程 的 解 。 

这 样 ， 我 们 可 把 Cauchy died 问题 A 结 Bl 
Fredholm}, 

再 从 Fredhojm 方 程 的 讨论 就 得 到 下 列 Noethar 第 Tale 
MEHR. 

Noether TIER ” 齐 次 Cauchy 奇 异 积分 方程 至 多 只 有 
有 限 个 线性 无 天 解 。 

Noether TER Cauchy 奇异 积分 方程 (6.402 有 解 的 
F057 MERMA TEO A CARE ARE 

| f2vierde= 0 Gd=0,1,2,-,D) 
Ama), 7 = 0,1, 2, 1 8 是 方程 (6.40) 相 联 齐 次 方程 的 所 
有 线性 无 关 解 。 


Noether IE cid 奇异 积分 方程 的 指数 等 于 它 E 
的 齐 次 方程 的 线性 无 关 解 的 个 数 与 相 联 齐 次 方程 的 线性 无 关 
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META MEE, 
当然 ， 这 些 定理 都 只 是 对 Cauchy 奇异 积分 方程 进行 定 
性 研究 ， 关 于 这 个 问题 的 详细 内 容 可 参看 文献 [63。 


= Aa 


1. FH Coxonxun-Plemelj RIE Cauchy 积分 反 演 
公式 :- AR 
1f Ptrddr 


E ba miji vot 


Ri 3 
| vn Rz ede 
反之 亦 然 . 
2, BLEI 心 的 单位 圆 ， KORE 
区 OAdG=0 — 
HIM 
P(A) = af $00 ctg 07 -he 0 49 


是 方程 

1 0—00 za 

Ef, ec do = $C Go) 
WER 

J, ceae= 0 


的 解 (Hityert 反 演 公式 ). 
3. 解 特 征 方程 
126 


om 


Tara) + a ee f(z) 
并 证 明 : mr, PTA, 解 为 
amar pm tard 15 Dg: 


+ (i> SP x. {2} 
其 中 已 。 Zz) Ab het X —- 1 的 多 项 式 ， 当 X -1<0 时 ， 
Px1(z) =0， 如 果 XY<0， 出 方程 有 解 的 充分 必要 条 件 为 


人 7 mod 


£7) 


28) 
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